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Vorwort zum ersten Bande. 

Geordnet iiacli der Zeitfolge ilirer ersten VerÖffeutlicliung sind 
in dem vorliegenden Bande diejenigen in den Jahren 1865 — 1887 ver- 
öffentlicliten wissenseliaftliclien Abhandlungen des Unterzeichneten in 
neuem Abdrucke vereinigt worden, welche auf die Flächen kleinsten 
Flächeninhalts Bezug haben. 

Der Königlich Preussischen Akademie der Wisaenschaften in 
Berlin spreche ich für die Liberalität , mit welcher dieselbe den Ab- 
druck der im Jahre 1871 auf Kosten der Königlichen Akademie ge- 
druckten Preisschrift ^Bestimmung einer speciellen Minimalflache" 
mir gestattet hat, meinen ehrerbietigsten Dank aus. 

Vor dem Abdrucke sind alle Abhandlungen einer wiederholten, 
sorgfaltigen Durchsicht , beziehungsweise Bearbeitung unterzogen 
worden ; überall da, wo es wünschenswerth erschien, einen Ausdruck, 
der mich weniger befriedigte , durch einen anderen zu ersetzen , bin 
ich bemüht gewesen, einen besseren an die Stelle zu setzen. Ausser 
wenigen Druckfehlem habe ich nur eine kleine Zahl von Ungenauig- 
keiten zu berichtigen gefunden. 

Die bei Gelegenheit des Neudruckes zu einzelnen Abhandlungen 
hinzugefügten Anmerkungen und Zusätze sind am Schlüsse des Bandes 
vereiDJgt. Da im Texte der Abhandlungen auf diese Zusätze nicht 
verwiesen werden konnte , erlaube ich mir , an dieser Stelle auf die- 
selben hinzuweisen. 

Die verehrliche Verlagsbuchhandlung ist allen meinen, die äussere 
Ausstattung betreffenden Wünschen mit der grössten Bereitwilligkeit 
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VII Vorwort. 

entgegengekommen, Die diesem Bande beigegebenen vier Jithographi- 
Bchen rigiirentafeln verpflichten mich zu besonderem Danke, 

Bei der Correctiir der einzelnen Druckbogen dieses Bandes bin 
ich von Herrn Dr. Diestel in dankenswerther "Weise unterstützt 
worden. 

G-Öttingen, im Januar 1890, 



y Google 



Inhalts verzeichniss zum ersten Bande. 



Uebei die Mmimaifliclie deien Begieizung als ein \oa vier kinten einef, re 
guläien Tettaeders gebildetes riumlii,he^ Vieiae t gegeln,u ist (Im April 
1865 yon Ilirrn Kummer dei Kumi;ln,heii Akadem e 1er "tt i?sei schittpn 
au Berlin mitgetheilt Monats beuchte der EoaigUclien Ikadetnie lei \\ s 
senscbaften zu Beilm Jahrging 1865 Seite 149— 15^ ) 
Zi diesei ibhanllmg gebore i de Figure itateln 1 2 ii d 3 

Bestimmung e nei sjeciellen Minimalflache [Eine \on der Koi i liehen Akide 
mie der \\isaenscl aften zu Berlin an i Juli 1&67 „ekronte Preisa liritt 
Tiebst einem Naol trage unl einem Anhange) 
Eister Tl e 1 
Zh iter Theil 
Uheifexn, zu den ellipti chen Functic len 

Bestimmung einer apeciellen "Vliiimilflache Nachtiiff 

Bestin mnng einer speciellen Mu m alflüolie Anbang e itbaltend Aumerl i otn 

Fortgesetzte TJntersuchu igen ber specielle Minimalflaohen (Im Januar ia"2 
lon Heirn Kummer der komUichen Akademie dei Wissenschaften zu 
Beiliu mitgetheilt MoDafal enchte der iomglichen Akademie der Witten 

Schäften zu Berlin, Jahrgang 1872, Seite 3—37.) 

Zu dieser Abhandlung gehört die Figurentafel 4. 

Ueher ein Modell eines Minimalflächenatückes, welches längs seiner Begrenzung 

g g b Eb ht nkl g trifft. (Eine im Fehruar 1872 von 

H Kmm dKglh Akademie der Wissenschaften zu Berlin 

g m h M h 1 M b chte der Königlichen Akademie der Wis- 

b f B 1 J h g g 1872, Seite 122—123,) 

B t g U h d Variation des Flächeninhalts von Mini- 

Ifl I t k m AUg m und von Theileii der Schraubenfläche im 

B d (Im t b 187 n Herrn Kummer der Königlichen Aka- 

dmdW hf Bin mitgetheilt. Monatsberichte der König- 

LhAkdmdW hf auBerlin, Jahrgang 1872, Seite 718— 735,) 

Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen, (Zuerst im XIX, Jahrgänge der 
Viertel Jahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Z ü r i ch , Seite 
243—271, veröffentlicht. Ein zweiter, einige Aenderungen enthaltender Ab- 
druck erschien im 80. Bande des Journals für reine und angewandte Ma- 
thematik, Seite 280—300.) 
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Ueber dieienigen Mm malflachen wekLe \on einer ^cliaar von Keßelu zweiten 
Giades eingehüllt weiden (Joumal füi reme und angewandte Blathematik 
Bind 80 Seite 101—314) 190 

UebPr einige nichf algebiaische Minimilflaclien welche eine Scliaar algebnischei 
Curven entliilten (Journal fut reine und angewandte Mttliematik Baid "-'' 
Seite 140—160) 205 

5ni les surfaces i couifeuie moyenne nulle sur leiquelles on peut limiter une 
poition iiiiie de li stufice par iiuatie droites «itu^es sur h suiftce (Lu 
le 9 aiiil 1883 Compte? lendu? de? seanies de 1 icidemie des auencea, 
Tome XCM. p. 1011.) 221 

Ueber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffendes Prohlem der Varia- 
tionsrechnung. Festschrift aum siebzigsten Geburtstage des Herrn Karl 
Weierstiass (Aotasocietatis scientiaiumrenoicae tonrasW p 315 — 362) 223- 
Erstei Theil üeber Minimalflachenstucke welche bei uineranJert gelas 

sener Pegienzungsl nie en Mimmun des riachem ihalta besitzen 
Alt 1 Zwei unendl ch benachbiite Minimalflachenstüoke a^i 

Art 2 Betrichtung einei Seh aar von Mimmalfläclieii stucken Heileitung 

des Fun lamenta Isaf zes '>2b 

A i u Eiufiihiiing einer neuen Bedinging Etneiteni" des Geltings 

bereii,hes des Fundamen talsatzes 23" 

A t 4 4nleie Begründung des Fundamenlilsafzea 228 

lit 'S 4 1 ily tischer Beweis des runiiameut'il''atzes 2^0 

\.it b Anwendung dei Fun hmeutalsatze'* 2öi 

Alt " Geometusche Deutung eim" r eine Schaai lon Mn inlfliichen 

stucken letreffender Formeln 2 i 

4.rt 8 Unterscheidung dreiei Tille Tragweite der luieh de Betrieb 

tung derselben zu tieffendeu Entseheidung 219 

Z ilt Theil Intpirration derpaitiellenDifferentialgleichung ^(+2 (( — 

ui ter vorgeschi ehenen Bedingungen 
Alf 9 Stelling dei Aufgabe 41 

Alt 10 Eilige als bekamt ^otaisz isetzenie Hlilfs Uze 242 

Alt 11 'Von i'iaetzuug der E\ stenz e lei fui lei Be eich T len geatell 

tei Bedingungen ge ü^enlpn f inction w welche fui keine Stelle 

d Pses Beieiches den Werth !Niill annimmt roJ^eiingen 243 

Art 12 Vi eitere Folgerungen 24 ■ 

Alt 13 Einfühlung dei Speualisirung Ho=v1 ijg 

Au 14 Erklärung der Glossen TT, „ T Tt 24' 

Alt 15 Einfuhrung der Conatante t 2''1 

Art 16 E nfuhrung der Grösse Q 2'i2 

Art 17 Unteisuchung dei Tomergenz dei Reibe «^ + 1 1 + ) |- 25J 

Alt 18 Untersuchung der Conveigenz emigei unendhchpr Pioducte ""di 

Art 11 Einfühlung der Functionen hi„ und dei Glossen SÜß, Der Fill i = 1 25fi 

Art 20 Die Constwite — als Minimum Folgeiungen 2o7 

Art 21 Set^e ^nde u" les Weithes lei Con=il<inte t be stetiger "Vei 

kle ne n des Be e cl es 1 2t>0 

Art. 22. A ?e düng aut len Fall p = — 262 
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Inl altsier/ciciinisö \I 

SJUs Emi^e den Gienzfall ijetieffende Bemeikungea 
Art 2ü Den Bedingungen des Gienzfttllea entsprechende älmimalflachen 
stucke fui welche die Eigen scliaft deallinimims im gpwuhnli ken 
Sinne zu bestehen aufhuit ■Verallgemememng des Ton Heim 
LiNDBLOF zuerst untersuchten »pcciellen Falle? 265 

Act 24 Den Bedinoungen des GienzfUles entspiechende Minima]flj,chen 
stucke fiir welche dio Eigenschaft des "Minimums uneiugeschranlit 
bestehen bleibt 2h8 

lieber speneile zweifach z isammenhs,uge ide Flichenstucke, welche klemeien 
Flächeninhalt besitzen als alle benachbarten von denselben Eandlimen 
begrenzten Flachen stuL-ke (Der Königlichen Gesellschaft der Wissen'^cbif 
ten zu Gottingen vorgelegt am 3 Juli ]&97 Abhandlungen der König 
liehen Gesellsch%ft dei Wissenschaften zu Guttingen Band 34 J 270 

1 analytische Bestimmung der Minimalfiachenstucte M* 277 

2 Einfühlung der Grossen ;8 ^fl , © S Sfi , Üi 2S7 
1 Untersuchung der durch die Functionen U l- Ti leimitteltei coiifoi 

men Abbildungen des Gebietes S 231 

4 Herleiiung eines Hulfssatzes 293 

5 Anwendung des Hulfssafzes Eiklarung des Beieides Q'' "iS 
e Unteisuchung dei Gestalt des Aeiuotois „ i7 
7 Einfühlung der den Min imalfiachen stücken M*{E) ähnlichen Miniu tl 

fliichenstucke ^* (B) sOO 

8. Untersuchung des Ganges des Quotienten ~ in dem Intervalle B^<iE<.l. 
Flächenstücke kleinsten Flächeninhalts 304 

9. Untersuchung des Ganges des Quotienten —in dem Intervalle 0<E<Eo 309 
10. Uebergang zur Grenze )i = cx; 314 

Ämiierkuiigeu untl Zusätze zum ersteu Bande 317—^38 
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lieber die Minimalfläche , deren Begrenzung 
als ein von vier Kanten eines regulären 
Tetraeders gebildetes räumliches Vierseit 
ben ist. 
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Mit der in den kleinsten Tbeilen älinlicheo Abbildung der Gre- 
sammtoberüäcben der regelmässigen Polyeder anf die Kugel hängt 
eine Anzahl von MinimalflacLen zusammen, auf denen unendlich viele 
Gerade liegen, welche einander zum Thcü sclmeiden. 

Zu diesen Flächen gehört als einfachste unter ihnen die durcli 
vier Kanten eines regelmässigen Tetraeders gehende und innerhalh 
dieser Begrenzungslinie kleinste Fläche , welche aus der conformen 
Abbildung der Oberfläche eines Würfels auf die Kugel entspringt. 

(Die Modelle, welche gleichzeitig mit der Mittheiiung dieses Auf- 
satzes an die Königliche Akademie derselben vorgelegt worden sind, 
werden durch die auf den Figurentafehi 1, 2 und 3 enthaltenen Zeich- 
nungen veranschaulicht.) 

Bezeichnen 1,7; die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in 
der Ebene , X, Y, Z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im 
Räume, so stellen bekanntlich die Gleichungen 

Y = — ^_ Y - ^1 7 - ^'+^-^ 

r+n'+i' r+^^+1' r+^'+i' 

die Fläche einer durch Verwandlung mittelst reciproker Radien aus 
dieser Ebene entstandenen Kugel dar , auf welche die Ebene in den 
kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 

Schwarz, Oossinmolto AlihsnaimiKOD. I. X 
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2 TIelier die Minimal fliiclie, deren BegreiiKiing 

Das Litegral 

dessen Umkehrung zwölfdeutig ist, bildet die Ebene (^, rj) in den 
kleinsten Theilen älmlieh auf ein Netz ab, welches entsteht, wenn die 
Oberfläclie einea "Würfels auf die Ebene (p, q) unendlich oft ausge- 
breitet wird und welches alsdann diese Ebene zwölffach bedeckt. 
Durch die Substitution 

verwandelt sich dieses Integral in 

so dass diese Abbildung nur von elliptischen Functionen abhängig 
ist, und zwar von den lemnisoatisclien mit dem Modul \/^. 

Die conforme Äbbildiing auf die Kugel ist hierbei eine derartige, 
dass alle Kanten des Würfels, die Diagonalen und Mittellinien seiner 
Seitenflächen sich aufTheile grösster Kreise abbilden und dass jedem 
Punkte der Würfeloberfläche, welche man aus der Ebene (p, q) durch 
Zusammenfalten herstellt, nur ein Punkt der Kugel eatspricht und 



Jeder in den kleinsten Theilen ähnlichen Abbildung der Ober- 
fläche einer Kugel auf cüie Ebene, bewirkt durch eine Gleichung von 
der Form 

entspricht, wie Herr J. Weingarten im Grelle - Borehai'dt' sehen 
Journal Bd. 62, S. 160 gezeigt hat, eine bestimmte MinimaMäolie durch 
die Grleichungen 



dx -- 






, roz , dZ ,\ 
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i regulären Tetraeders gebildet wird. 



\/i — 14(§ + j;i)*+(g + 7)i)* = r {cos, (p + i sm q)) , 

wo also )■, 009 (p, sin <p algebraiaehe Fvmotionen von g und tj sind , 90 
findet man für den Hauptkrümranngsradius 9 der Minimalfläche und 
für die Differentiale der Coordiuaten eines Punktes derselben die 
Grleiohmigen 

ä^^i^[(l~^'+7f)(cos2(pc% + äm2^(h^)~2^^iism2ipäS,-QOs2(pdri}], 

('^■ = -2^[ 2| (cos2<pd^ + sm2<päri) + 2^ {sm2,pd^~coa2<pän)]. 

Das Modell I (siehe die Zeichnung anf Taf. 1.) stellt dar einen 
einfach zusammenhängenden Theil M der Minimalfläehe, welcher einer 
Seitenfläche des "Würfels entspricht. Das Grestell, die Umgrenzung, 
ist aus schwachem Draht gefertigt, der in die Form der Seiten eines 
räimilichen Vierseita AB CD gebogen ist und vier Kanten eines 
regelmässigen Tetraeders darstellt. Diese vier . Geraden auf der 
Fläche entsprechen den Seiten des Quadrats. Das Flächenstück selbst 
ist dargestellt durch eine dünne Haut von Gelatine, welche vor den 
zu ähnlichen Zwecken angewendeten Lamellen von G-lycer inseif en- 
wasser den Vorzug der Beständigkeit in trockenem Zustande hat. 

Die Fläche geht durch den Mittelpunkt des Tetraeders hin- 
durch , in welchem sich die Mittellinien desselben , die geraden Ver- 
bindungslinien der Mitten seiner Gregenkanten schneiden. Von diesen 
steht die eine J K normal auf der Fläche, während die beiden anderen, 
EF und GH, wie aus der Disctission der angegebenen G-leichimgen 
hervorgeht und wie das Modell zeigt, ganz auf der Fläche liegen ; sie 
entsprechen den Mittellmien des Quadrats. 

Ein besonderes Interesse erhält die Flache dm-ch ihre Fortsetzung, 
weü sie die Eigenschaft hat, aus lauter congTuenten Theilen zu be- 
stehen, von denen einen Modell I darstellt. 

Indem maji zwei Exemplare des Modells I in geeigneter Weise 
längs einer Kante zusammenhält, kann man sich überzeugen, dass 
dieselben längs dieser Kante in allen Punkten gemeinschaftKche Tan- 
1 haben. 

olohe in einer Ecke zusammenstossende Theüe, welchen 
1* 
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4 Ueber die ilimmalflilche, dCTon Begrenzung 

drei, in derselben Kcke des "Würfels zvisammenstossende Quadrate ent- 
sprechen, stellt das Modell 11 dar. (Siehe die Zeichnung auf Taf. 2.) 
Errichtet man auf den sechs gleichseitigen Dreiecken, in welche ein 
regelmässiges Sechseck (2, 4, 6, 8, 10, 12) durch seine drei Hauptdia- 
gonalen (2 — 8, 4 — 10, 6— 12 ) getheilt wird, abwechselnd nach der einen 
und nacli der andern Seite regelmässige Tetraeder, so bilden die von 
den Ecken des Sechseckes ausgehenden Tetraederkanten, welche nicht 
Seiten desselben sind, das Gestell für das Modell II. 

Zwei Exemplare des Modells II, in entsprechender Weise anein- 
ander gehalten, zeigen den weiteren Verlauf der Fläche. 

Das Modell III (siebe die Zeichnung auf Taf. 3.) veranschaulicht, 
wie sich die Flache von den Ecken des Modells II aus fortsetzt, die 
nicht Ecken jenes Sechseckes sind, und zeigt, wie dieselbe theUweise 
in sich zurückkehrt. 

Zwei gegenüberliegende Seitenflächen eines regelmässigen Oktae- 
ders fasse man als Grundflächen desselben auf und denke sich auf 
die anderen Seitenflächen desselben regelmässige Tetraeder von gleich 
langer Kante aufgesetzt. Die sechs nicht in den Grundflächen des 
Oktaeders liegenden Kanten desselben iind deren Gegenkanten in den 
einzelnen Tetraedern liegen auf der Fläche und bilden das Gestell 
für das Modell HI. Das durch zwei gleichseitige in den Grundflächen 
des Oktaeders liegende Dreiecke begi'enzte, zweifach zxisammenhän- 
gende Elächenstück , welches durch dieses ModeU dargestellt wird, 
enthält ausser den genannten Geraden noch sechs Gerade, Mittellinien 
jener Tetraeder, und liegt ausserhalb des Oktaeders, in dessen inneren 
Raum die Fläche auch in ihrer Fortsetzung nicht eintritt. Denkt 
man sich auf die beiden Grundflächen des Oktaeders regelmässige 
Tetraeder von gleich langer Kante aufgesetzt , so tritt auch in diese 
die Fläche nicht ein. Von den Kanten dieser Tetraeder liegt keine 
auf der Fläche. In Bezug auf die vier Seitenflächen derselben ist die 
Fläche sich seihst congment ; man kann auf dieselben wieder Oktaeder 
aufsetzen, in welche die Fläche nicht eintritt — und erhält durch 
Fortsetzung dieser Conatruction einen kanalförmig abgegrenzten Raum, 
der sich von jedem der zuletzt erwähnten Tetraeder aus , sowie den 
denselben entsprechenden Tetraedern, nach vier Richtungen spaltet, 
im Endlichen zum Theü in sieh zurückkehrt und sich nach jeder 
Richtung hin ins Unendliche erstreckt. Dieser Raum liegt auf einer 
Seite der Fläche; auf der anderen Seite Uegt ein ihm congruenter; 
die Fläche tritt nur in die vom ganzen Räume noch übrig bleibenden 
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von vier Kanten eines regulären Tetraeders gebildet wirfl. 5 

Tetraeder ein. — Auf diese "Weise erhalt man eiae vollständige Er- 
füllung des Raumes durch Aneinanderlagerung regelmässiger Oktaeder 
und Tetraeder. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dasa sich die Fläche in periodi- 
scher "Wiederholitng durch den ganzen unendlichen Raum verbreitet, 
ohne dass ihre Contimiität an irgend einer Stelle unterbrochen wird 
und ohne dass sie sich selbst schneidet oder (reelle) Knotenpunkte 
bekommt. 



y Google 



Bestimmung einer speciellcn Miniraalfläclie, 



y Google 



Bestininiuiig einor speciollen Minimalflache. 7 

algebraische Functionen zweier nnabJiängigen Variabein sind, sondern 
dasa anoh die analytische Grleichung der Fläche selbst sich durch 
elliptiache Functionen der Coordinaten rational ausdrücken lässfc. 

Der vorliegende Fall scheint einer der ersten zu sein, in welchem 
Betrachtungen, die von einer gegebenen Begrenzmigslinie ausgehen, 
in Verbindung mit der Theorie der elliptiachen Functionen zu einer 
analytischen Grleichuag der durch diese Begrenznngsliiiie gehenden 
Minimalfläehe führen. 

Dieser Umstand ermuthigte den Verfasser, veranlasst diirch die 
für das Jahr 1867 gestellte mathematische Preisfrage, die nachste- 
hende Aa'beit der Königlichen Akademie vorzulegen. 
Der erste Theil derselben beschäftigt sich 

mit der Untersuchung einer Minimalfläehe , welche durch vier 
Kanten eiues räumlichen Vierseits geht , innerhalb desselben 
einfach zusammenhängt und keinen singulären Punkt besitzt, 

femer 
mit der IntegTation der durch die vorangegangene Untersuchung 
sich ergebenden Differentialgleichung für den angegebenen ein- 
fachsten Fall. 
Der zweite Theil enthält 

die Anwendmig der Theorie der elliptischen Functionen auf 
diesen speciellen Fall , sowie einige besondere Untersuchungen, 
zu welchen derselbe Veranlassung gibt und durch welche die 
Lösung der Aufgabe zu einem gewissen Abschlüsse gebracht wird. 
Dei' ganzen Untersuchung werden zu Grunde gelegt die füi' die 
Theorie der MinimalÄächen fundamentalen Entwickelimgen , welche 
Herr "Weierstrass in dem Monatsbericht der Akademie vom October 
1866 veröffentlicht hat. Die in dem ersten Theile dieser MittheUung 
[S. 612^625], welcher bis jetzt allein vorliegt, enthaltenen Sätze 
werden im Folgenden als bekannt vorausgesetzt und wird durch An- 
gabe der Seitenzahl auf dieselben verwiesen werden. 
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Bestimmuug einer specielleii Minimalfläche. 



Erster Tlieil. 

Ea sei ein von vier geraden Strecken gebildetes räunüiclie,s Vier- 
seit ÄSGD gegeben, welches eine durch die Ecken A und C gehende 
Symmetrie-Ebene besitzt. Durch dasselbe sei eine Minimalfläche gelegt. 

Es wird angenommen, das gegebene Vierseit begrenze auf dieser 
Fläche ein in seinem Innern von singulären Stellen freies, einfach zn- 
Bammenhängendes Stuck derselben, welches mit M bezeichnet werden 
möge. Femer wird angenommen , dass bei der getroffenen Voraus- 
setzung über die Gestalt des gegebenen Yierseits die Symmetrie-Ebene 
der Eegrenzungslinie von M ziTgleich eine Symmetrie - Ebene des 
Elächenstücks M selbst sei. ^) *) 

Dieses vorausgesetzt , denke man sich das betrachtete Mächeu- 
stück M in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet auf eine Halb- 
ebene u, in der die imaginären Theile der complexen Grösse u positiv 
sind (Fig. 1.), so dass der Umgrenzungslinie der Fläche in der Ebene 
die Axe des Reellen entspricht. — [Ä. a. 0. S. 612.] 



Diese Halbebene möge die ohere heissen und der geometrische 
Ort der Grösse u sein; die andere, untere Halbebene sei der geo- 
metrische Ort der zu u conjugirten complexen Grösse Mj. 

Die vier Punkte, welche den Ecken A, B, C, D der Fläche ent- 
sprechen, seien W|i,, %,, M,3,, !f,j,. Liegen dieselben alle vier im End- 
lichen , so entspricht der unendlich entfernte Pmikt der Halbebene m 
einem Punkte der Fläche, in welchem sie den Charakter einer algebrai- 
schen Fläche hat ; derselbe ist dann im engeren Sinne kein singulärer. 



*) Diese Nummern beziehen sich auf die in dem Anhange zu dieser Aljliand- 
lung enthaltenen mit denselben Mummern bezeichneten Anmerliungen, 
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Bestimmung einer speciellen Mi uiniiil flache. 9 

Wird die Halbebene u durcli die rationale Function ersten Grades 

V = -— auf eine Halbebene v in den lileinstea Tbeilen ähnlich 

abgebildet, so entsprechen den Punkten ti = «„„ m«,, m,j„ m,j, beziehlich 
die Punkte « = 0, ^'^^), oo, v^^y (Jig. 2.) Es ist zu erwarten, dass bei 



dieser Abbildung der Durcbschüittelinie der Minimalfläche mit ihrer 
Symmetrie-Ebene eine durch den Punkt v ^ gehende, auf der Axe 
des Reellen senkrechte G-erade entsprechen wird, während je zwei 
Punkten der Fläche, welche in Bezug auf die Symmetrie-Ebene sym- 
metrisch sind , in der Abbildung zwei Punkte entsprechen , welche in 
Bezug auf diese Gerade symmetriseh sind. Es wird daher angenom- 
men, dass die \der singulären Punkte eine solche gegenseitige Lage 
haben, dass v,^^ = — c,;, ist, oder dass 



DieFormeln desHeri'n Wcierstrass sind mm [a. a. 0, S, 616] 
y = y,+ 'iaji{G'{u) + ir{u))cU, 

wo mit «0 irgend ein bestimmter Punkt der oberen Halbebene be- 
zeichnet ist, welchem der Punkt x„, y^, ^^ der Fläche entspricht, und 
wo der vorgesetzte Buchstabe 9t andeutet, dass nur der reelle Theü 
der folgenden Function genommen werden soU. 

Es mögen diese Formeln folgendermassen geschrieben werden ; 
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10 Bestimmung eiiiei' spocielleii Minimalflüohü . 

^ - >:.+ if (G'(u)~U'{u))au + ij (G;{n,)~H\{u,)\äu,, 

p = y.+ kJK^'{i^)^s''{u))du-^ji{a\{u;)^H\{u,))äu„ 

s = ,j^+ 1 r a G (m) fl (w) du + i f '2 G, (M,) //^ («,) (?«[,, 

worin Wj, !(;(„,, GJ^u^), H^{tt^) die conjugirten Werthe zu 

"i "<o)i (?(")i •H(m) bezeichnen, Die Veränderlichieit von 
u ist auf die obere , diejenige von u^ anf die untere Halbebene be- 
schrankt. 

Die Fnnetionen G(w), H{u), G^(u,), H,{m,) haben fiir alle Werthe 
ihrer Argumente den Charakter ganzer rationalen ^Functionen , mit 
Ausnahme der "Werthe !(,„ , M|j, , «(„, und «(i,. 

Es ist nun die Bedingung aufzustellen , ivelnher diese Funeti.onen 
genügen müssen, damit den Strecken «,„ - ■ • u^^ , «,5, • ■ ■ h,,) , u^^, ■ ■ ■ u,^^ 
imd t(„j ■ ■ ■ M„, der Axe des Reellen anf der Fläche gerade Linien ent- 
sprechen, welche sich unter den vorgeschriebenen Winkeln an ein- 
ander anschliessen. 

Die Axe des Reellen gehört sowohl zu dem G-el')lete von « als zu 
dem von m„ auf derselben ist », = u und du^ = äu. 

Die Cosinus der Winkel , welche die der Strecke M(j, ■ • ■ !(,„ ent- 
sprechende Seite AB des gegebenen Vierseits mit den Coordinaten- 
axen bildet, seien «, ß, y; das Linienelement der Fläche werde mit 
dl bezeichnet, so müssen, wenn der Grösse m nur solche Werthe bei- 
gelegt werden, welche der Strecke m,j, ■ - ■ w,„ angehören, und «(, = «, 
du, = du gesetzt wird , die Grleichungeji bestehen 

dx = adl, äy = ßäl, ds ^ ydl. 

Es ergibt sich dl = {GG,+ SH,)du. 

Hieraus folgen die Gleichungen 

a^^jr+G\-B\ = 2a{GG^+UH,), 

i{G'+H')-iiG-l + IIl) = 2ß{GG,+ HH,), 

2GH+2G,H, = 2y{GG,~i-HH,). 

Wird -^ = E , YT = Sj gesetzt [a. a. 0. S. 618], wo also s und 
s, conjugirte Grössen sind, so folgt 

^"{1-8')+ a\{l-s\) = 2aGGll-\-ss,), 

iG'{\-\-s')-iG\{\-Vs\) = 2ßGG,{\+8s,), 

2G's^2G\s, = 2rGG,(i + ss,). 
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Bestimmuüg eiuer specielleu Miuimalf lache. 1; 

Die EliminationsgleiehuDg füv diese m Bezug auf (? und G^ ho 
mogeiien &leiclrangcn ist 

1 ß i(i+s-) -.■(!+'»;) 

uder 

2i(s«,+i)j«(« + »,) + i»i=^ + r(»s-i)} - 0. 

Der Factor ss^+l wird für coiijugii'te Werthe vou s imd s, nie- 
mals gleich NulL 
Die Gleichung 

a{s + s,) + ß^^Z^+y{ss,~l) = 

ist in Beaug auf s und in Bezug auf Sj vom ersten Grrade. Als 
Grleichiuig einer reellen Curvo angesehen (wobei -— ^^- und ■ - „, ■ ' 
die rechtwinkligen Coordinaten eines heliehigen Pimktea der Curve 
sind), stellt dieselbe einen Kreis dar, welcher den um den Punkt 
s ^ mit dem Radius 1 beschriebenen Kreis m zwei diametral 
gegenüberliegenden PuiJjten schneidet und dem daher bei der Pro- 
jection auf die Kugel [a. a. 0. S. 618] ein gi-össter Kugellireis 
entspricht. 

Zunächst gelten diese Gleichungen nur für die Strecke m,j, ■ • ■ ü,^,. 
Für die folgende Strecke m,j, - ■ ■ M,g, nehmen die Constanten cc, ß, y 
andere, von der Richtung der folgenden Seite des gegebenen Yierseits 
abhängende Werthe anj so daas ftir diese Strecke zwischen 

H , H, 

S = -^r lUitl S^ = YT 

wieder eine Grleichung ersten Grades besteht, welche jedoch von an- 
deren Conatanten abhängt. 

Aus den ohigen Gleichungen folgt 

dx + iäy = {G\~H^)du = {ci + ßi)GG,{l-\-ss,)du, 
dx~idy == (G'-HDäti =- {cc- ßi)GGJl+ss,)du , 
mithin ist längs der Strecke m^, ■ ■ ■ u,^, 

(,u-ßi){G'-H') = (a+ßi){G--H',). 

G 
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■^2 Eestimmiing einer specielleu Mimmalääcbe. 

5 Tutd Sj ■bestimmt. WM nämlicli //= G-s, FI, =s G^'S, gesetzt, 
so ergibt sich 

Nun ist in I"olge der zwischen s und Sj bestehenden Gleiühung 

und daher, weil K^i- ß'i-~/ = 1, 

gi- = („ + ;3. + rt--=-C^; . 
Wird also 

gesetzt, so ergibt sich aus der letzten Formel, dass längs der Strecke 

«(1) ■ ' ■ "(3) ^iC^^i) = *(") zu setzen ist, d. h. die Function *(«) stimmt 

auf einem Theile der Ase des ßeellen mit ihrer conjugirten 0,(u) 

überein, — ihr Werth ist demnach längs der ganzen Strecke reell. 

Derselbe Schluss lässt sich für jede Strecke der Axe des Eeellen 

ds 
machen, mithin stinnnt die Function iG'-'j- längs der ganzen Äxe 

des Reellen mit ihrer conjugirten überein. Wenn daher das Grehiet 
der Veränderlichkeit von u über die Axe des ßeeUen hinaus auf die 
untere Halbebene ausgedehnt wird, so ist die Function (5,0',) die ana- 
lytische Fortsetzung der Function ^(m), oder es ist fiir alle Werthe 
von u *,(m) = *(»0-') 

Da diese Function in beiden Halbebenen eindeutig erklärt ist, 
längs der Axe des Reellen nur reelle Werthe hat, inithiii auch in 
der Umgebung jedes singidären Punktes der Axe des Reellen ein- 
deutig fortsetzbar ist, so ist die Function 0(u) überhaupt eine ein- 
deutige analytische Function ihres unbeschränkt veränderlichen Argu- 
mentes. 

Es handelt sich nun darmn , die Variable s in goeigTieter Weise 
durch eine analytische G-leichung als Function von u zu definiren. 
Zu diesem Zwecke möge ein aus der Grösse s, beziehungsweise aus 
den in Bezug auf die Grrösse h genommenen Ableitungen der Grösse 
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Bestinimimg einer speciellen Mini mal fläclie. 13 

s zusammengesetzter Ausdruck ^(s) = F{^) aufgesucht werden, 
welcher für alle Punkte der Ase des Reellen mit seinem eonjugirten 
3''^^s, ) = ^,(m,) übereinstimmt tind für alle im Innern der oberen 
Halbebene liegenden "Wertlie von u den Charakter einer rationale]! 
Fvmction hat. 

Diese Function F{u) ist für reelle Werthe von w nothwendig 
reell, in der Umgebung jedes singuläreu Punkte,? der Axe des Reellen 
eindeiitig fortsetzbar und daher eine eindeutige Function von u, wenn 
das Gebiet dieser veränderlichen Grösse auf die ganze Ebene ausge- 
dehnt wird. Mithin ist für aUe "Werthe von u F^{ti) = F{u), also 
auch S«-/«) = W{s). 

Wenn nun s und s, zu demselben reeUen Werthe von u gehören, 
so muss ''^{s) = y,(5j) = W(s,) sein. DieGrösse s, ist längs jeder 
einzelnen der vier von den singuläreu Punkten gebildeten Strecken 
eine rationale Function ersten Grades von s, während die Constanten 
dieser Function für die verschiedenen Strecken verschieden sind. 

Um von diesen Constanten unabhängig zu werden, wird die Auf- 
gabe gestellt, einen aus der Grösse s, beziehungsweise den Ablei- 
tungen derselben gebildeten Ausdruck zu bestimmen , welcher unge- 
ändert bleibt, wenn für das Argument s irgend eine rationale Function 
ersten Grades von s, ' ° mit constanten Coefiicienten gesetzt wird. 

Eine solche Function wird erbalten, wenn s als Function der 
unabhängigen Variablen u angesehen wird und ans der Function 

t = - J I /^' ^^^ Constanten nach und nach durch Differentiation 

entfernt werden. Dies ergibt den Ausdruck') 

Man setze 'P'(s,!() = '*^{s) = F{ti). Diese Function von m ist 
ftir alle Punkte der oberen Halbebene und der Axe des Reellen mit 
Ausnahme der singulären eindeutig definirt, Die coujugirte Function 
F^(u,) ist in gleicher Weise für alle Punkte der unteren Halbebene 
eindeutig definirt und stimmt fi.ii' alle Punkte der Axe des Reellen 
mit F{u) überein. Die Function F(u) ist mithin in der Umgebung 
jedes Punktes eindeutig fortsetzbar und ist deswegen eine eindeutige 
Function von w. 
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f^ Bestimmmig einer specielleii Miiiimalfläclie. 

Hiernach ergeben sicli folgende Formeln ^) 



''*" \ du / 
'"" V dit ) 
■'" \(lu) 



wälirenci 



eindeutige Functionen von u sind, die für reelle Wertlie von js gleieli- 
falls reell sind, 

Die Differentialgleichung 'i^(s) = F{u) muss sich so iutegriren 
lassen, daas die für reelle "Werthe von m zwischen der Grösse s iind 
der conjugirten Sj bestehende hilineare G-leichmig die Form 

^ + y(ss-i) = 

hat, wo K , (3 , j» reelle Zahlen bedeuten , welche für alle Werthe von 
%', längs jeder der vier durch die aingulären Pnnkte gebildeten Strecken 
der Axe des üeellen constaot sind, 



Es möge nun gesetzt werden 

s = u\ 0{u) = u"\ 
wo ö eine reelle Zahl, m eine positive oder negative ganze Zahl 
bedeutet. 

Unter diesen Vor. 



X = yM A(M-''-M+^)r'+'Äi(, 

1 r 
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Bestimmung cinei- spcci'ellcii Miiiimsilfl'äc&e. i^ 

Soll dem Wertbe m ^ ein im Endiiclieii liegemler Pmikt der 
Fläche entsprechen, so müssen diese Integrale für m = endlich 
bleiben. Diese Bedingung ergibt 

— d + )M+l>— 1, 8 + m+l:>-l, «i+l>— 1. 
Der kleinste Wertb, den m haben kann, ist —1. Der Exponent $ 
darf seinem absoliiten Betrage nach m + 2 weder erreichen , noch 
übersteigen, 

"Wird zu Polarcoordiaaten übergegangen und u = r- e^, u, = r- e'"" 
gesetzt, wo (p alle zwischen und a liegenden Wertbe annehmen 
kann, so ergibt sieh 



\-yi ^ 



m + 2 + J ^ m + 2— (/ | 



Ist nun S positiv, so ist für r <: 1 - 



!Fiir kleine "VVerthe von r ist bis auf Grössen mit dem Factor »-•""'*'"* 



{-yi -- 



11 + 2 — '} 



Wenn « einen Halbkreis mit Meinem Radius r ma den Punkt 
M ^ beschreibt, so beschi'eibt x-\-yi nähernngsweise einen Kreis- 
bogen, dessen Radius gleich -^ ■ ■ ■ ^iiZ^ ' ^^^ dessen Centriwinkel 
gleich (m + 2—S)% ist und zwar ist der Sinn der Drehung hierbei 
der entgegengesetzte. 

Dem Werthe g? =: 0, der positiven Hälfte der Axe des Beeilen, 
entspricht die Groradc 






dem Werthe (p = ^, der negativen Hälfte dej.' Axe des Reellen, ent- 
spricht die Gerade 

x + yi = __.e-+--(^^;^-^-^ + — -2-^;, ^ = 0, 

dieses sind also zwei in der Ebene 2 = enthaltene gerade Linien, 

von denen die erste mit der zweiten den Winkel (m + 2~d')z bildet. 

In dem Pimkte x = 0, y = 0, Z'^'O schliesst sieh nntev allen 
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16 Ecetimmuiig einer spccicilen Minimalfläche. 

Ebenen die Ebene js ^ der Fläche am innigsten an, denn die Coor- 
dinate s eines Punktes der Fläche ist für Meine Werthe von r von 
der Ordnung der G-rÖaae r'"'*'", x + yi ist dagegen von der Ordnung der 
Grösse r"'*""^. 

Die Gleiebung 

" ~ S m + 2^^ " ^ - " 

wird identisch befriedigt für jeden Wertli von 9^1, welcher der Grleiehnng 
{m + 2) 91 = na genügt , wo 11 eine ganze Zahl ist. Dies zeigt an, 
dass es zwischen den beiden "Werthen y ^ und tp ^ a noch m + 1 
Werthe für <p gibt, fllr welche die Gleichung s = identisch be- 
friedigt wird. Diesen entsprechen m + 1 gerade Diirehschnittslinien 
der Fläche mit der Tangentialebene im Punkte 3: ^ 0, ?/ = 0, .s = 0. 

In den m + 2 durcli dieselben gebildeten Seotoren ist abwech- 
selnd positiv und negativ; die erwähnten Geraden sind demnach ei- 
gentliche Schnittlinien der Fläche und der Tangentialebene. Soll nun 
die Fläche ganz auf der einen Seite der Tangentialebene liegen, 
während (p von bis sr wächst, und dies ist die einfachste Annahme, 
so muss m = —1 gewählt werden. Unter dieser Annahme ist ö eine 
zwischen und +1 liegende Zalil und der "Winkel 

(«.+2-ä)« = a~S)n 
ist kleiner als ji. — 

Die angegebenen Formeln zeigen, wenn m = —1 gesetzt wird, 
dass je zwei Punkte der Fläche, welche den Annahmen 

7- ^ t\, qp ^ ^JT — 9>(,, und r ^ i\, ^ = ^ ir -j- g:)^ 
entsprechen, in Bezvig auf eine Ebene, welche auf der Tangential- 
ebene senkrecht steht und den Winkel (1 — iJ)jt hälftet, symmetrische 
Punkte sind. Diese Ebene ist demnach eine Symmetrie - Ebene der 
Fläche. 

Wird die Fläche um den Punkt a:^0,^^0,.s=!0 herum 
fortgesetzt , d. h. werden der Grösse q> auch negative Werthe beige- 
legt, sowie solche, die grösser sind als sr, so ergibt sich, dass je zwei 
Punkte der Fläche, welche den Annalimen 

entsprechen , in Bezug auf die Gerade , welche dem Werthe q> = Q 
entspricht, symmetrisch liegen, dass also diese Gerade eine Symmetrie- 
axe der Fläche ist. ^) 



y Google 



Bestimmung einer spccielleu Mini mal fiäclic. 17 

Für die Aimalimen r, = r,, 9), = 2a + ^^ ergibt sich 

in Worten: Durch eine Drehung der Fläche um die ^-Axe und zwar 
um den "Winkel 2(1 — d)« in negativem Sinne gelangt die JFläohe mit 
sich selbst zur Deckung. 

Ist nun S eine Irrationalzahl, so wird die Fläche sich um den 
singailären Punkt unendlich oft henimwinden, ohne sich zu schliesaen. 
Dagegen wird dieselbe , wenn S eine rationale Zahl ist, S ^ — , wo 
p und q ganze Zahlen bedeuten , welche keinen gemeinsamen Factor 
haben, nach q Umläufen von u um den Punkt « = in sich selbst 
übergehen. Es hat hierbei x+yi in entgegengesetzter Richtung q—p 
Umläufe um den Punkt x + yi = gemacht vmd der Piinkt a: = 0, 
)/ = 0, ^ ^ ist, wenn 3— ^J^-l; ein (3— j)--l)facher Windungs- 
pmikt der Fläche. 

Soll also die I'läche nicht die Singularität eines Windungspunktes 
besitzen, so ist p = g— 1 zu setzen. 

Die einfachsten Annahmen sind hiernach 9 ^ 2 und q ^ 3. 

Bei der ersten Annahme hat die Fläche keine Singularität in dem 
betrachteten Punkte; die Tangentialebene js = enthält zwei sich 
rechtwinklig schneidende gerade Linien d,er Fläche, welche in diesem 
Punkte, wie jede Miniraalfläche in allen nicht singulären Punkten, eine 
sattelförmige Gestalt besitzt. Die beiden G-eraden sind Syrametrie- 
axen der Fläche und die beiden Ebenen , welche durch die Nonnale 
der Eläehe gehen und die Winkel der Greraden Laibiren , sind Sym- 
metrie-Ebenen der Fläche. 

Aehnlich verhält es sich in dem Falle q ^ Z, p ^ 2. Die Tan- 
gentialebene schneidet aber aus der Fläche drei Gerade sjis , welche 
sich unter Winkeln von 60° schneiden. Die Fläche liegt abwechselnd 
auf der einen und auf der andern Seite der Tangentialebene, die Ge- 
raden sind Symmetrieaxen , die Ebenen , welche die Winkel zweier 
benachbarten Geraden halbiren und die Normale der Fläche enthalten, 
sind Symmetrie-Ebenen der Fläche. 

Aus der obigen Annahme für s imd *(w) erhält man ein allge- 
meineres Flächenelement mit derselben wesentlichen Singiüarität, wenn 
man setzt 

0{u) = M-'(fto-^M^-*3**'+■ ■)' 

während zugleich alle Constanten a und i reelle Werthe haben. 
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ITnter dieser Voraussetzung entsprechen der Axe d 
in der it- Ebene zwei unter dem Winkel (1 — S)« sich schneidende 
gerade Linien, welche Symmetrieaxen der entstehenden Fläche sind. 

Sind die Coefficienten derjenigen in den Klanunern stehenden 
Potenzen von u, deren Exponenten ungrade Zahlen sind, sänuntlieh 
gleich Null , so bleibt aiich die Eigenschaft der Fläche erhalten, 
Symmetrie - Ebenen zu besitzen, welche die Normale der Fläche ent- 
halten und den Winkel zweier auf einander folgenden G-eraden Laibiren, 



In der Folge wird angenommen werden , dass die gesuchte Mi- 
nimalfläche in den Ecken die Beschaffenheit habe, welche durch Func- 
tionen der im Vorhergehenden angegebenen Natur analytisch ausge- 
drückt wird. 

Es bleibt noch zu untersuchen , welche Natur die Function (u) 
für unendlich grosse Werthe von u hat. 

Für M =: CO hat s den Charakter einer rationalen Fimction, weil 
dem Punkte u ^ co nach der Annahme ein nicht siiigulärer Punkt 
der Fläche entspricht. 

Die Normale der Fläche sei in diesem Punkte nicht parallel der 
2- Axe; daim gilt für unendlich grosse Werthe von u eine Entwicke- 
lung von der Form 

in welcher a, von Null verschieden ist. Wird für — die Grösse » 

u 

eingeführt, so ergibt sich 



_i_w 



<*s = -^ -, .,„ , ,----.- ds ^= — -■ , ,„ ds, 



/(?sV / ds nV dv Y ^ / d5 V 

\du/ \ dvJ\duJ \dv J 

äs 

-^ ist aber endlich fiir w = 0, damit also dem Werthe « = ein 

im Endlichen liegender bestimmter und nicht singulärcr Punkt der 

Fläche entspreche, muss sieh j — für lim» = einer endlichen 

bestimmten Grenze nähern, d. h, die Function #(m) wird für unendlich 
grosse Werthe von u unendlich klein von der Ordnung der Grösse —^- 
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Die einfaehate Annahme, welche für die Function *(m) gemacht 
werden kann , wenn dieselbe in jedem aingnlären Punkte unendlich 
gross erster Ordnung iind für j( = co unendlich klein vierter Ord- 
nung werden soll, ist daher 

, C 

Was nun die Function 

anbetrifft, so hat dieselbe, wenn wie oben 

gesetzt wird, für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleiueu 
WertSie von u die Entwiekelung 

F(„) = l=i'.-l + - _ 

iu welcher die Coefficienten C rational und mit reellen Zahlencoeffi- 
cienten aus den reellen Grössen a und der Zahl ä zusammengesetzt 
sind; sie sind mithin reell. 

Li dem Falle der Symmetrie verschwinden in dieser Entwiekelung 
alle Grlieder, welche Potenzen von u mit ungradem Exponenten ent- 
halten, und es ist 

F(-..) = F(«). 

Diese Entwickelungen bleiben bestehen , wenn statt s eine ra- 
tionale Function ersten Grrades von s gesetzt wird , was in dem hier 
zu betrachtenden Falle einer Drehung des Coordinatensystems x, y, z 
gleichkommt. ^) 

Werden daher in den vier Ecken nur solche Singularitäten zuge- 
lassen , wie die betrachteten , und wird vorausgesetzt , dass die vier 
singulären Punkte «„,, «„,, «(,,,, «,„ die einzigen Verzweigungapunkte 
in dem betrachteten Grehiete sind, so wird -F(m) in dem betrachteten 
Grebiet iiir keinen endlichen "Werth von m mit Ausnahme der singu- 
lären unendlich gross. ') 

Für unendlich grosse Werthe von u beginnt die Entwiekelung 
von F(j() nach Potenzen von iC^ mit einem Gfliede von der Ordming 

2* 
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wenn der unendlich grosse Werth von u kein singulärer ist. Ist 
dieser Werth ein singnlärer und hat s die Entwickekmg 



..-(c.+ c,i+..). 



so beginnt die Elitwickelung vo' 

Im vorliegenden Falle eines räumlichen Vier,^eits ist hiernach die 
JFimction F(u) eine rationale Fixnetion, deren Nenner das Produet 
[(M—M,i,)(i(—M,j,)(M— «„))(«— My^]' und deren Zähler eine ganze Func- 
tion vierten Grades von m ist. 

Die Constanten derselben sind dadurch bestimmt, dass die Junc- 
tion F(u) in den singulären Punkten die vorgeschriebenen Entwicke- 
lungen besitzen und bei geeigneter "Wahl der unabhängigen Variablen u 
in den Pimkten m,„ und m,,, der Symmetriebedingimg genügen muss. 

Werden beispielsweise zu singulären Punkten gewählt v = 0, +1, 
CO, —1 mid sind die entsprechenden Winkel des Vierseits AB CD 
beziehlich a^n, a^ic, a^it, k^tt, soistzu setzen 8^ = 1 — k„ S^ =^ 1 — «a> 
0^ = 1- a^, 

Aus den bekannten Anfangsgliedem der für die Umgebungen der 
Werthe w = 0, co, ±1 geltenden Entwickelungen der Function F{v) 
ergibt sich 



Die Differentialgleichung ^^[s) = F{u) , in welcher die Function 
F{u) auf die angegebene Weise bestimmt ist, sei jetzt zur Integration 
vorgelegt. Es handelt sich also darum, eine hinreichende Anzahl von 
Eigenschaften ihres Integrals zu ermittebi. 

Nach der Entstehungsweise der Function ^{s , u) (siehe oben 
S. 13) bleibt 3*'(s) als Function von tt ungeändert, wenn für s eine 
rationale Function ersten Grades von s mit constanten Coeißcienten 
gesetzt wird. Ist daher s ein particuläres Integral der vorgelegten 
Differentialgleichung, so ist auch t = ~ yf ein Integral und zwar 

das allgemeine Integral der DiiFerentialgleichung , denn es enthält 
ebensoviele willkürliche Constanten, wie die Ordnungszahl der Diffe- 
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rentialgleicliung Einheiten, nämlich drei. Zur allgemeinen Integration 
der Differentialgleichung genügt daher die Auffindung eines particu- 
lären Integrales, 

Die gegebene Öifferentialgleichung bleibt im Wesentlichen auch 
nngeändert, wenn statt des Argumentes u eine rationale Tunction 
ersten Grades desselben als neue unabhängige Variable eingeführt 
wird. Es gilt nämlich, wenn v eine rationale Function ersten Grades 
von M ist, die identische Gleichimg 

Ana der I^iffercntialgleichiuig 

folgt, dass für alle der oberen Halbebene augehörenden Worthe von 
u, mit Ausnahme der singidäreu, die Fimetion -=— log -5— den Charakter 
einer rationalen Function hat, mid dass, wenn diese Function' für einen 
nicht singidaren Werth u = % unendlich gross wird, die nach Po- 
tenzen von M— w„ fortschreitende Entwickelung derselben die Form 
haben muss 

du ^ du u—\ 

In jedem andern Falle würde nämlich die Fmietion W(s) föi- 
u ^ u„ unendlich gToss werden, wahrend die Function F(u) in der 
Umgebung jedes nicht siugulären Werthes von u den Charakter einer 
ganzen Fimction besitzt. 

Die Annahme 

d , ds —2 

^- log -5— = '■ + <^i(«— äf J + ■ ■ 

du * du !(—!(„ '^ ^' 

ergibt 

Die angegebene Eigenschaft der Function -^ log ^ zeigt also, 
dass der geometrische Ort aller Werthe eines particulären Integrals 
s der Differentialgleichung, vorausgesetzt, dass die Veränderlichkeit 
des Argumentes m auf die obere Halbebene beschränkt wird, ein ein- 
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fach zusammenliängender Flädientheil ist , welcher in seinem Innern 
keinen Windi.ingapnnkt enthält. 

Fiii' die Umgebung jedes nicht singulären Pvuiktes ?(„ der Axe 
des Reellen gibt es eine nach Potenzen von u —u^ mit ganzen Expo- 
nenten fortschreitende Reihe mit reellen Coeffioienten, welche füi* alle 
dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von ti—u^ 
convergirt und, für s gesetzt, der Differentialgleichung genügi:. 

Hieraus folgt: Jedes particuläre Integral der Differentialgleichung 
beschreibt entweder eine geradlinige Strecke oder einen Kreisbogen, 
wenn das Argument it sich längs einer keinen singulären Punkt ent- 
haltenden Strecke der Axe des Reellen bewegt. 

Für die Umgebung eines singulären Werthes u^ , welchem der 
Exponent S zugehört, gibt es ein particulärea IntegTal der Differen- 
tialgleichung) welches folgende für alle dem absoluten Betrage nach 
hinreichend kleinen Werthe von m— w„ convergirende Eutwiekelung hat 

s = C(«— m„/(1-{-c,(m — ![„} + ej(!(— !(„)'H ), 

in der die Coefficienten c sämmtlich reell sind. 

Es geht hieraus hervor, dass auch für die singulären Werthe von 
II der "Werth jedes particulären Integrals der 
sich einem bestimmten "Werthe nähert. Ferner zeigt t 
heue Fuuctionenelement , dass bei diesem particulären Integi'ale den 
beiden durch den singulären Punkt u^ getrennten Strecken der Axe 
des Reellen in dem Gebiete von s zwei geradlinige Strecken ent- 
.sprecben, welche mit einander den "Winkel Sn bilden. 

Mit Ausnahme der Integrale G,s + C^ und C^s~'+G^ entspricht 
also dieser Ecke bei jedem anderen partieidären Integrale eine von 
zwei Kreisbogen gebildete Ecke , deren Tangenten in dem gemein- 
samen Punkte mit einander den Winkel dir einschliessen. 

Wenn daher die Veränderlieldieit des Argumentes m auf die obere 
Halbebene beschi'änkt wird , so ist das Grebiet aller Werthe eines 
particulären Integrales s der Differentialgleichung ehi von vier Kreis- 
bogen begrenzter einfach zusammenhängender Theil der Ebene und 
zwar sind die Winkel in den Ecken dieses Ki'eisbogenvierecks der 
Reihe nach gleich (I-kJjt, (l-ajii, (I-k^)«, (1-kJje. 

Es gibt auch solche particnläre Integi'ale, fin- welche das ent- 
sprechende Kreisbogenviereck in Bezug auf eine durch zwei Ecken 
gehende gerade Linie symmetrisch ist. Wemi, wie bei der obigen 
Bestimmung, v = 0, -\-l, co, -1 die singulären Werthe sind, so führt 
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zu einem solchen symmetrischen Kreisbogenviereck das zur Ecke A 
gehörende Functioneiielement *) 

AVird dieses Element als Ausgaiigselement zu G-rimde gelegt, so 
ergibt sich durch eine geometrische Betrachtung, dass das fragliche 
Ereisbogenviereok der G-estalt nach durch die angegebenen Bedin- 
gungen schon bestimmt ist. 

Ist ah cd (Fig. 3.) ein in Bezug auf die Diagonale «c symmctri- 




:-..^:.'. 



sdies Kreisbogenviereek mit zwei geradlinigen Seiten ab und aä, 
dessen "Winkel der Reihe nach gleich (1— «Jk, (1— ajrc, (l—cc^)z 
und (1— «Ja sind, so entsteht diirch die Tangenten ht imd et des 
Bogens bc ein geradliniges Viereck abtc, in welchem zwei Seiten bt 
und tc einander gleich und die Winkel in den Ecken a, b und c ge- 
geben sind. Hierdurch ist das geradlinige Viereck abtc, mithin auch 
das symmetrische Kreisbogenviereck ab cd, der Gestalt nach unzwei- 
deutig bestimmt. 

Ist m der Mittelpunkt des Kreises, von welchem bc ein Bogen 
ist, imd ist nn' die dm-ch a gehende auf ma rechtwinklige Sehne 
dieses Kreises , so ist a der Mittelpunkt , «« ^ »■ der Radius eines 
Kreises, welcher von den vier Seiten des Kreisbogenvierecks ab cd in 
diametral gegenüberliegenden Punkten geschnitten wird. 

Dieser Radius r ist reell, endlich und von Null verschieden, wenn 
gleichzeitig folgende Bedingungen erfüllt sind 



aa-l-as<2, 


<«,<!, 


«,+ «,> 0, 


< «, < 1, 


«,-«.> 0, 


0<:aB<ll. 
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Für jedes eigeatliclie , d. h, nicht ebene, räumliche Vierseit, welches 
eine durch zwei Ecken gehende Symmetrie-Ebene besitzt, sind diese 
Bedingungen erftült, wenn alle Winkel ■< je gezählt werden. 

Durch geeigiiete Verfügung über die Constante C in dem Fimc- 
tionenelemente ö kann bewirkt werden, dass, wenn s == gesetzt 
wii'd, der dem Grebiete von s zugehörende Radius r die Länge 1 erhält. 

Unter dieser Voraussetzung hat die zwischen s und s, für jeden 
reellen "Wertli von v bestehende Gleichung die Eorm 

<^{s + s,) + ß^^ + y(ss,~l) = 0, 

in welcher k, ß, y reelle Zahlen bedeuten, welche für das Innere jeder 
der vier Strecken — cq- — — 1, — l-'-O, 0--'+l, l---+co constant 
sind und behn Uebergange von einer Strecke zur folgenden sprung- 
weise sich ändern. Es ist hiemach die früher (S. 14) gestellte, auf 
die Integration der Differentialgleichung V = F sich beziehende 
Fordenuig erfüllt. 

Wird nun in den Formeln auf S. 14 



a~v^) 



} und für s das aus dem Elemente u bei geeigneter Verfügung 
über die Constante C entspiinge]idc particuläre Integral der Diffe- 
rentialgleichung W{s,v) = F(v) eingeführt, wälirend die Veränder- 
lichkeit des Argumentes v auf die obere Halbebene beschränkt wird, 
so stellen jene Formeln ein einfach zusammenhängen- 
des Flächenstück M dar, welches inj edem seiner Punkte 
die charakteristische Eigenschaft der Minimalflächen 
besitzt, durch ein von vier geraden Strecken gebildetes 
Vierseit begrenzt wird und in seinem Inn ern von sin- 
gulären Stellen frei ist. 

Die Seiten des begrenzenden Vierseits bilden mit eiuander der 
Reihe nach die Wuikel K,3r, «^sr, a^ji und a^jt. Ueberdies besitzt 
dieses Flächenstück M und daher auch seine Begrenzung eine durch 
zwei gegenüberliegende Ecken gehende Symmetrie - Ebene. Die Be- 
grenzungsUnie der durch jene Formeln hei der angegebenen Beschrän- 
kung des Arguments dargestellten Mimmalfläche ist daher dem gege- 
benen räumlichen symmetrischen Vierseit AB CD ähnlich. 

Dnreli geeignete Verfügung über die Constante C^ knnn bewirkt 
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werden, dass jene Begre^izung mit dem gegebenen Vierseit aocli der 
! nach übereinstimmt, 



Die Ditferentialgleicbuiig W(s,v) = F(v) hat vier singulare 
Werthe des Arguments. Durch eine algebraische Transformation des 
Arguments (z, B. durch v^ = t) hann jedoch die Anzahl der singu- 
lären Punkte auf drei gebracht werden. Die Function s ergibt sich 
daun in Bezug auf die neue Variable als Quotient zweier Lösungen 
einer linearen Differentialgleiohiing zweiter Ordnung, welche mit der 
bekannten Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe über- 
einstimmt. 



Unter allen von vier geraden Strecken gebildeten in Bezug auf 
eine Ebene symmetrischen räumlichen Vierseiten besitzen die grösste 
Symmetrie diejenigen , deren vier Seiten gleich lang und deren vier 
"Winkel gleich gross sind. Hierbei ist die Grösse dieser Winltel 
innerhalb der Grenzen mid ^a noch willkürlich. 

M't Rücksicht auf eine früher (S. 17) angestellte Speeialunter- 

1 u g 1 egt es nun sehr nahe, die Winkel des räumlichen Vierseits 

gle cl bO oder ^tc anzunehmen. Diese Annahme führt zu dem im 

E „an^e erwähnten speciellen Falle, dessen nähere Untersuchung die 

Hl it fgabe der vorliegenden Abhandlung bildet. 

Werden zu singultireu Punkten v ^= 0, +1, co, —1 gewählt, so 
ergibt sich, da. 

1-6' 



W{s,v) 






Wird dagegen die Halbebene v durch die Function 

auf die JTläolie eines mit dem Radius 1 um den Punkt w ^ be- 
schrietenen Kreises abgebildet [a.a.O. S. 616], so sind die neuen 
singulären Punkte +1, «, — 1, — i, und es ergibt sich 
16«' 



>F{s.u) : 



(l-..-)" 
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Es wird nun dazu geschritten werden, diese Differentialgleichung 
in endlicher Torm zu integriren. 
Der Differentialgleichung 

läast sich durch eine Reihe von der Torrn 

geniigen , in welclicr £ = e^"' ist , die Constanten c bestimmte reelle 
positive Werthe haben und worin C eine willkürliche Constante be- 
dentet. Die Reihe l+c,v''-i-c^v*-i- ■ ■ convergirt für alle "Werthe von 
V, deren absoluter Betrag den Werth 1 nicht überschreitet. 

Es sei ßg der "Werth der Reihe für v = +1. Der geradlinigen 
Strecke v ^ 0- ■ ■ +1 entspricht die geradlinige Strecke ß = 0- ■ •Cß^s 
oder ab (Fig. 4,), der Strecke v = 1 die geradlinige Strecke 



■■^---j^-- 



ff = 0- ■ -CßgB^ oder ad. Dieses sind zwei Seiten eines n 
Sechseckes ahqcrd. Werden um d und h mit dh als Radius zwei 
von h und d ausgehende Kreisbogen beschrieben , welche sich in c 
schneiden , so ist das hierdurch entstandene Kreisbogenviereck ah cd, 
dessen "Winkel sämmtlich gleich fnr sind, das der oberen Halhebene v 
entsprechende Grebiet des aus dem Elemente ß entspringenden parti- 
enlären Integrales s. 
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Der Üiffei'eiitialglciclimig 

16«^ 



■F(S,«) : 



liisst sicli (lurcli eine Heilie von tier I^orm 

s = C'u(l+c'y+c'^u^+- ■) = s' 

mit reellen po.sitiven Coeffioieiiteii c' genügen, wclclie für alle Wei'the 
von II, deren absoluter Betrag den Wertli 1 niclit überschreitet, con- 
vergirt. ^) Das Gebiet des particulären Integrals s' ist daher in Bezug 
auf vier gerade Linien symmetrisch, welche durch den Punkt s' ^ 
gehen und von denen jede mit der vorhergehenden den "Winkel ^it 
bildet. Hierdurch ist die G-estalt dieses Grebietes unzweideutig be- 
stimmt , da überdies bekannt ist , dass die Begrenziuig desselben aus 
vier Kreisbogen besteht, deren Tangenten in den Ecken des von den- 
selben gebildeten Kreisbogenvierecks den "Winkel |3r einschliessen. 
"Werden um die Ecken hlmn eines Quadrates (Fig-. 5.) als Mittel- 




punkte und mit der Seite des Quacbates als Radius vier Ki'eisc be- 
sclirieben, so ist die allen vier Kreisen gemeinschaftliche Fläche ah cd 
dem eben betrachteten Gebiete ähnKch. Die Wiiiiel dieses Kreis- 
bogenvierecks sind nämlicli gleich |7r, weil zwei Kreise, von denen 



y Google 



28 Besl.immnng einer special leii Miiiimalfiäelio, 

jeder durch den Mittelpunkt des andern geht, sich unter einem Winkel 
von 1« schneiden. 

Der dui'ch die Ecken des Quadrates gehende Kreis wird von den 
vier construirten Kreisen in diametral gegenüberliegenden Punkten 
geschnitten. 

Die Cünstaute C" möge reell und positiv gewählt und durch ge- 
eignete Verfügung über ihre Grösse möge bewirkt werden , dass das 
Gebiet des particiüären Integrals s' einem Quadrate hlmn entspriclit, 
dessen halbe Diagonale Ok die Länge 1 hat. 

Die Grösse 

Oa _ pa—p O _ \/3-l 
Ok ~ Ok ~ y/2 

möge im Kaclifolgenden der Kürze wegen mit a bezeichnet werden. 

Ausser in den Punkten a, b, c, d und k, l, m, n schneiden sich die 
vierKreise noch in vier Punkten e, f, g, h. Dem Mittelpunkte des 
Quadrates entspricht der Werth s' = 0, die Kichtung der Strecke Ott 
der positiven üiclitung der Äxe des Reellen in der Ebene s'. 

Hiemach ergeben sich ftir die complexen Grössen 
«i, Oj, Oj, 01^, ßj; fl„, ffl,, a^, 
welche durch die Punkte 

a,, b, c, ä, e, f, g , h 
geometrisch dai'gestellt werden , die Werthe 



— _J_ _- _i_ — ^ — i 

a^-u.^ ^ —1, Mj-Wg = +1, a.^- üj := —1, flj- »s = +-!-■ 

Ebenso wie die I"iinction s' ist die Function — ein pai'ticu- 

läres Integral der Differentialgleichung 

W{s.,t>,) = ^^^.-^---, 
also aucli von 

und zwar hat dieses Integral als Function von v genau die oben für 
das particuläre Integral ö angegebene Entwickelnng. Denn es ent- 
sprechen den beiden Kreisbogen ab, ad bei dem Integrale -r- — - 
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zwei vom NuUpankte ausgehende ganz im Endlichen liegende gerad- 
linige Strecken, während andrerseits das Integral das einzige ist, 
dem diese Eigenschaft zukommt. 

Es kann daher durch geeignete Bestimmung der in dem In- 
tegrale <J noch verfügharen Constante C bewirkt werden, dass 

s'— n, .,, . , a.e — a, . ^ 

— 7' ■■ = 0, mithin s = — ^- — 5—*- wird, 
s -«5 ff — 1 

Aus diesen G-leichungen ergibt sicli, da das Integral für die 
ganze Umgebung des Punktes v = 0, beziehungsweise m ^ +1, er- 
klärt ist, die analytische Fortsetzung des Integrales s' in der ganzen 
Umgebung des Punktes u ^ +1, während dasselbe durch die obige 
Entwickelmig zimäehst nur iiir das Imiere des durch die Punkte 
u = ±1, ±i gehenden Kreises erklärt ist. 

Wenn v um den Punkt v = 0, mithin w um den Punkt !( = +1 
in positiver Richtung einen Umlauf macht, so geht nach dem ersten 

Umlauf ff in ff ■ f", also — ; in ~ ■ a', nach dem zweiten g • s" 

in ■ £, ■ , ■ ■ ' ■ £^ in ■ ," ■■- ' ■ ■ s über. Nach dem dritten Umlauf nimmt 

ff-e wieder den anfänglichen "Werth ff, — ; --e den anfänglichen 

Werth -; an, womit der Cyclus geschlossen ist. 

Es ergibt sieh folgende Tabelle 
Mj— «i O «'s— H, __ tjn «j— f'i __ « 2 

^^^ = -aS/2-e, ^^ - -^, -"-i^^ = ~aS/2.e\ 

Dem AVerthe 7; = + 1 entspricht u ^= i, s' = a,, e =: —= ■ s. Nach 
einem positiven Umlauf von v um den Punkt v = entspricht dem 
Punkte « = +1 der Werth ff = — r^- Bei der analytischen Eort- 

setzung des Integrals s' um den Punkt i( = H-1 geht also, wie die 
Tabelle zeigt , der Werth s' = a^ für den Punkt «( = -j- i nach dem 
ersten Umlauf der Variablen u um den Punkt u = +1 in den Werth 
«,, nach dem zweiten in den Werth a^ und nach dem dritten wieder 
in den anfänglichen Werth a, über. Es entsprechen also dem Wertbe 
u = +i ausser dem Werthe s' = a^ noch die Werthe a, und o„ 
welche in Bezug auf den Punkt « = +1 zu derselben Gruppe ge- 
hören. Anaiogerweise entsprechen dem Werthe u = ~i aus,ser dem 
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Werthe s' = «, in Bezug auf den Punkt n = +1 noch die AVevthe 
fl, und a^. 

Äelinlich wie das Integral —. = ö sind gebildet die Integrale 



Ans der Betrachtung dieser Integrale folgt, dass bei dem Umlauf 
von u um den Punkt u = +i der "Wertli von s' für den Punkt 
u = —1, s'= ßg, übergeht in a^ und in a^, und dass der Werth 
s' = a^ für den Punkt m = +1 in ff^ und in a^ übergeht. Dagegen 
gehören in Bezug auf den Punkt u = —i für den Werth u ^ +1 
die Werthe a^, a^, a^, für den Werth u = —1 die Werthe o,, a^, «„ 
zu derselben Grmppe. 

Hieraus ergibt sich , dass die acht Werthe ö, bis a^ in zwei Ab- 
theilungen zu je vier zerfallen. Die Werthe »,, «j, «g, «^ entsprechen 
den Wcrthen tt = +1 und u = —1, die Werthe ßj, a,, «g, », hin- 
gegen den Werthen u = +i und u = ~i. Dies führt zm- Betrach- 
tung des Productes 



dessen Zähler für die Werthe « = ± 1 und dessen Nenner für die 
Werthe u = +i verschwindet. 

Der erste Factor dieses Productea ist gleich ß; seine dritte Po- 
tenz hat also in der Umgebung des Werthes u = 0, beziehungsweise 
u = +1^ den Chai'akter einer ganzen Function und wird für m = +1 
unendlich klein von der Ordnung der Grösse (ti — 1)°. 

Für die drei andern Factoren ergeben sich die Werthe 

s'—a^ „ ß + a\l2 s'— «™ _ £ & + a\/2B_ 

s'-a, ~ a ' \j2G—ae' ' 
Das Product derselben ist also gleich 

« ' C\/2e)'-a' 
und besitzt als rationale Funetion von a^ für die Umgebung des 
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Punktes ü = , also auch für die Umgebung des Punktes !( = + 1 
den Charakter einer ganzen Function, 

Hiei'aus folgt, dass die dritte Potenz des ans vier Factoreii be- 
stehenden Productea 



/ s'— a, s'—a, s'—Og s'— Ug V 
\s'—a. s' — a, s'— «ä s'^a,/ 



■■ x(/) 



für die Umgebimg des Punktes is ^ +1 den Charakter einer ganzen 
Function besitzt und für diesen Punkt i^nendüeh Idcin wii'il von dei' 
Ordnung der Grosse (u — iy. 

Sind mm u == «(„ und s' =^ s'^ zwei zusammengehörende "Werthe 
von M und s', so gekört zu dem Werthe u = u„-i der "Werth 
s' ^ s[-i. Wird dieser Werth für s' in den Ausdruck für %{s') ein- 
gesetzt, so ergibt sich mit Hülfe von Relationen wie der folgenden 

der Satz: Grehört zu dem Wertie « = w, der Werth %{s') = %{s'„), 
so gehört zu dem Werthe m = u^-i der Wcrth 

!(»■) = i:K-«) = ^' 

Hieraus folgt, daas die Function %{s") in der Umgebung des Punktes 
u = -{-i den Chai'akter einer rationalen Function besitzt und iÜr 
diesen Pvmkt von der Ordnung der Grösse («—*)"' unendlich gross wird. 
Durch Fortsetzung dieses Schlusses ergibt sich, dass die Function 
Xis') in allen singulären Punkten den Charakter einer rationalen 
Function besitzt. Daher ist die Function %{s') selbst eine rationale 

Function von u und zwar gleich ^s'\~t~t~^)' 

Der Werth von C„ ergibt sich aus dem Paare zusammengehö- 
render Werthe jt = 0, s' = 

Also ist s' eine algebraische Function von u und zwar ist , wenn 
s' = s gesetzt wird, 

r (g-a.j(s-oJ(s-aJ(s-a ,)-1. f l~2\l^s^-^-^ ^ (lr^L'1 
die zwischen u und s bestehende algebraische Gleichung. 
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Fortan möge <lie Grösse s ausscliliesslieh das parfciouläre Integral 
s' sowie dessen analytische Fortsetzung bezeichnen und zwar möge 
dieselbe zur unabhängigen Variablen gewählt werden. 

Um die auf S. 14 für die Coordinaten eines Punktes der Miiii- 
nialfläche aufgestellten Formeln auf den vorliegenden Fall anwenden 
zu können , ist nur an die Stelle der in denselben vorkommenden 
mit u bezeichneten Grösse die zuletzt mit v bezeichnete einzusetzen. 
Dann kommt in diesen Formeln die Grösse v nur in der Verbindung 
^(t')-{-^l vor, und zwar ist nach dem Vorhergehenden 



^(v) = 



!>(!- 



zn setzen, wo (7, eine reelle Constante bedeutet. 

Wird imn durch die Gleichung v 
fülirt, so ergibt sich 

C, rdv-x' 20, 



' 1+M 



die Grösse M einge- 



»(•)(^)' 



,{\-v') 



und diese Grösse ist jetzt noch durch 
Es ergibt sich 

3v/3_ 



\ds) ~ 1-w* \ää)' 
auszudrücken, 



1. räii-^ 
1~M* \ds y 



3\/3 



\/lI(s- 



■«.) 



V'l-ll^+s' 



Nim sind alle in den erwähnten Formeln vorkommenden verän- 
derücJien Grössen durch die Variable s, beziehimgaweise deren con- 
jugirte 5,, ausgedinickt. Wird noch der reellen Constante G, der Ein- 
fachheit wegen der Werth ——/=■ beigelegt und derjenige Zweig der 

analytischen Function . welcher für s ^ den Werth 

+ 1 besitzt, mit ^(s) bezeichnet, so ergeben sieh fiir die Coordinaten 
eines Punktes der zu betrachtenden Minimalfläche folgende Ausdrücke 



(A) 



= |(i-s-)5(s)*+|(i-»;)g(sj&„ 

= /i{i+s')g(s)<is+/-i(i+s:)5(»,)*,. 

= fis^(s)ds + /2s,g(»,)*„ 



g(»): 



\Jl-Us'+s' 



3(0) ■ 
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Wird die Veränderliclikeit der Variablen s anf das Innere und 
die Begrenzung des Kreisljogenvierecks ab cd (Fig. 5.) beschränkt und 
werden den Variablen s luid s, nur conjugirte Werthe beigelegt , so 
stellen die G-leielinngen (Ä) ein reelles , einfach zusammenhängendes 
von vier geradlinigen Strecken begi*enztes Fläcbenstück M dar, 
welches in jedem seiner Punkte die charakteristische Eigenschaft der 
Minimalflächen besitzt; die vier Seiten des begrenzenden Vierseits 
haben gleiche Länge luid jeder der vier Winkel desselben beträgt 60°. 

Sobald die analytische Fortsetzung dieses Flächenstückes mit in 
Betracht gezogen wird , fallt die über das Grebiet der Grrösse s ge- 
machte beschränkende Voraussetzung fort und es sind dann die in 
den Grleichungen (A) angedeuteten Integrationen für jede der beiden 
unabhängigen Variablen s und s, einzeln auf demselben Wege auszu- 
führen. 



(isainmelte AtLinainnfen, I. 
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Zweiter Theil. 

Die diirch die Formeln (Ä) (S. 32) dargestellte Pläche soll imn 
näher imtersncht werden. 

Die Integrale , durch welche die Coordinateii eines beliebigen 
Punktes dieser Tläche ausgedrückt sind, sind hyperelliptische von der 
Irrationalität \/l-14s'+s' abhängende Integrale erster Art. 

Die Integrale von der Form 

r 2s ds 

welche in dem Ausdrucke für die Coordinate ^ vorkonunen, führen 
durch die Substitution s" = t auf das elliptische Integral 



/■ 



\/i-i4r+i*' 

während diejenigen Integrale , durch welche die Coordinaten x nnd y 
ausgedrückt sind, durch dieselbe Substitution in die hyperelliptischen 
Integrale 

r {l-t)dt r i{l-\-t)dt 

J 2 \j"t(X^Züi'+T) ' J 2 \Jt(l-Ui'+t*) ' 

und die conjugirten übergehen. 

Auch diese Integrale lassen sich durch geeignete Substitutionen 
auf elliptische zurückfühi*en. 

Legendre hat gezeigt, dass die von einer Quadratwurzel 
\jx(l—cc'){l-~h'x'') abhängenden Integrale auf elliptische führen. 
Dasselbe hat J a c o b i für die von der Quadratwurzel 



\/x{l~x)(l^k''x){l-Px)(l--kH'x) 
[den Integrale nachgewiesen. 
Es 8^1 R(x) eine ganze Function fünften Grades. Die fünf Wur- 
zeln der Grleichung R{x) = 0, von denen nicht zwei einander gleich 
sind, mögen in irgend einer Reihenfolge mit a,, a^, a,, a^, a^ be- 
zeichnet werden. Eine Wurzel, etwa «,, werde herausgegriffen und 
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der Reihe nach von den übrigen Wurzeln siibtraliirt, Hierdnrcli ent- 
stellen die Wurzeldifferenzen o^ — a„ a^—a^, a^—a,^, a^—a^. 

Wenn es nun möglieh sein soll, durch eine lineare Substitution 
des Arguments die iFunction Ii(x) in die specielle von Jacobi ange- 
gebene Form zu setzen, so muss es möglieh sein, aus den fiinf Wur- 
zeln eine solche herauszugreifen, dass das Product zweier der entste- 
henden Wurzeldifferenzen gleich dem Producte der beiden anderen 
Wurzeldifferenzen ist ; es muss also , fiir eine gewisse Wahl der 
Wurzeln die Gleichung bestehen") 

(a,— ö,)(o!3— «,) = (a,—-a^)(a,~a,). 

Das Tntegi.'a! 

J \lMx) 

gellt, wenn diese Grleielmng erfüllt und h dui:ch die Grlcichuiig 

h' =: («2— «i){«,— ffli) = (C',~o,j)(a-—a,) 
bestimmt ist, durch die Substitution 



sjx ~a, -~h 



■■ \ly 

in ein elliptisches Integi'al über. 

Wenn der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, wie im vorlie- 
genden Falle E(t) =r. t{l — 14^f+f), nur solche Potenzen der imab- 
hängigen Variablen enthält, deren Exponenten ungrade Zahlen sind, 
können die fünf Wurzeln stets und zwar in zwiefacher Weise so an- 
geordnet werden, dass die obige Grleichung erfüllt ist. 

Diese beiden A]iordnungen aind 

und 

a,=(), a,= 2+^'3, «,= -(2~-\/3)> a,= 2'-\J% a,= -(2-|-\/3}; A'— 1. 



i führen also die 



' 2\/«(l-14f+«*) 



/• [l + it)di 

intt / — - 

J 2v/((l-14<"+C) 



/(l+!-)gW<is und J(l+is-)%{s-)ds 
durch die Substitutionen 
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r spaolellen Miiiimallli(cl)(!. 

auf elliptiaelie Integrale. 

(Unter SJi und \ —i sind hier iind im Folgenden stets die We]'tlie 
-^t_. und —-=- zn verstehen.) 

Es sind also die drei Coordinaten x, y, n eines beliebigen Punktes 
der Fläche darstellbar als Summen je zweier elliptischen Integrale 
erster Art , deren obere G-renzen algebraische Functionen zweier un- 
alihängigen Variablen s und Sj sind. 

Die Integrale 



/ 



•ix dx f {l^: x^ )dx f (i.:fix ^)(Jx 



\Jl~2gx'+3f J \/l-'kgx^+x' J \/l^2g x*-\-x' 

führen für jeden Werth vou </ durch Substitutionen der angegebenen 
Form auf elliptische. Im vorliegenden Falle, wo 2g := li, gibt es, 
wie beilänfig bemerkt werden mag, ausser diesen fünf Integralen nocli 
acht andere, bei denen eine solche Zuräckführung auf elliptische Inte- 
grale durch analoge sehr einfache Substitutionen möglich ist. 

Nun handelt es sich darum, unter den Integralen erster Ai% 
welche durch einfache Substitutionen direkt auf elliptische Integrale 
führen , drei auszuwählen und für die folgenden Betrachtungen zu 
G-rmide zu legen. 

Hierzu eignen sich vor aUen andern die drei Integrale 

/2sg(s)ä», /V^(l-is')S(s)&, /\/f(l + is')iS(s)*, 
weil die durch die Substitutionen 

aus denselben hervorgellenden elliptischen Integrale die seihe Foiin 



Wird nämlieli 



so entspricht, vorbehaltlich einer später zu treffenden Zeichen- 
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bestimmuiig , einem Uebergaage von s m s' ein Uebergang von 
2s^(s)äs in \/'^i(l-is^)^(s)ds oder in 2s'^(s')ds'. 

Einem Uebergange von s in s' entspricht ein TJebcvgaiig von s' 
iß s" und von s" in s; ebenso entspricht einem Uebergange von s in 
s" ein solcher von s" in s, von s" in s'. 

Es möge nun die zn betrachtende Fläche anf ein neues Coordi- 
natensystem bezogen, werden, welches mit dem vorigen die Z-Axe ge- 
mein hat und gegen dasselbe in der Richtung von der positiven 
Y-Axe nach der positiven X-Axe um 45° gedreht ist. 

Für die Coordinaten x', y', z' eines beliebigen Punktes der Fläche 
in Bezug anf das neue Coordinatensystem ergeben sich dann die 
Ausdrücke 

<^'' !,'=»=tl= /v/,'(i+.-»-)g(,)&+JV^(i-is;)g(.,)Ä8., 

y = ^ = f2s%(s)äs + f2s,%(s,)ds,. 

Hierin bedeuten ^(s) und %(s^) wie in den Formeln (A) diejenigen 
Zweige der analytischen. Functionen 

1 

und -- , 



-- und s, := den Werth + 1 haben. 



Es ist nützlich, der Discuasion dieser Formeln eine nähere Be- 
trachtung des Integrales 



,. f 2s ds 



vorangelien zii lassen, weil mit dessen Eigenschaften die Eigenschaften 
der zn untersuchenden Fläche aufs Engste zusammenhängen. 

Die einzigen singularen Werthe für die Integrationavariable s 
sind bei diesem Integrale die Wurzeln der Gleichung 1 — Hs^+s" = 0. 

Wird der Werth von — ,^-'- wie oben mit a bezeichnet, so sind 

sämrat liehe Wurzeln 
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1,7 1 . 



Für jeden Punkt der Ebene, mit Ausnahme dieser acht siiigulären, 

der 



hat die Quadratwurzel \/l—i4:S^+s^ zwei Werthe, 

Um diese von einander z.\i unteraeheiden , denke man sich 



Ebeue s A'ier geradlinige Schnitte ausgeführt, von a bis 
cii biw — , von — a bis und von —o.i bis — , (Fig. 6,) 



Dann kann die Verzweigung der Wei'tlic der Quadratwurzel 



\/l— 14s*+s'' durch eine über diese Ebene ausgebreitete zweiblättrige 
Riemann'seke Fläche dargestellt werden, deren zwei Blätter längs 
der erwähnten Veraweigungsschnitte in einander übergehen. 

Unter dem "Werthe der Quadratwurzel für einen dem obere» 
Blatte dieser Fläche angehörenden Punkt s = s„ möge derjenige 
Wertk der Quadratwiu'zel verstanden werden, welcker bei stetigem 
Uebergange von s aus dem Pimkte s„ in denPimkt 0, wobei s keinen 
der vier Verzweigungsschnitte überschreiten darf, übergeht m den 
"Werth +1. Dieser Werth der Quadratwurzel möge ohne Marke oder 
mit 4-vl— 14sJ+s^ und der reciproke "Werth desselben mit %{sj be- 
zeicknet werden. Der entgegengesetzte Wortli dci; Quadratwurzel, 
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der mit — yl — 14s^ + s' zu bezeichnen ist, geht imter deuselben Be- 
dingungen in den Werth —1 über und gebort biei'nach dem ect- 
sprecbenden Punkte des unteren Blattes der Fläche an. 

Durch diese Bezeichnung, welche im Folgenden festgehalten werden 
soll, sind die beiden Werthe der Quadi'atwurzel für alle Punkte der 
Ebene s, welche nicht jenen Schnitten angeboren, von einander unter- 
schieden. Längs der Schnitte selbst hat in jedem Punkte die Qiiaclrat- 
wurzel Vl~14s*-|-s' und also auch die Fiuiction '^(s) zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Werthe imd es sind daher —^l—lis^+s" imd ~i5(s) 
die analytischen Fortsetzungen von yl— Ms'+s" and ^(s), sobald s 
einen dieser Schnitte überacbreitet. 

Damit es möglich «ei, auch die Integi'ali'uuctiou 



/"'ä»g( 



=)ds 



für das obere Blatt der Ebene als eine eindeutige Function der oberen 
Grenze zu definiren, mögen die erwähnten vier Schnitte über die 

Punkte — , -— , , hinaus geradlinig bis ins Unendliche ver- 

längert und diese Verlängerungen als vier zu den fi-iiheren Sebnitten 
hinzutretende neue Schnitte angesehen werden. Wird dann festge- 
setzt, dass der Integrationsweg keinen der Schnitte übersohi'eiten 

darf, so hat das IntegTal / 2s^{s)ds für jeden nicht auf einem der 

Schnitte Hegenden Punkt s„ einen endlichen , von der Gestalt des In- 
tegrationsweges unabhängigen Werth. Falls s„ ein Punkt eines 
Schnittes ist, ist nocli anzugeben, ob der IntegTationsweg fiir einen 
im Punkte s = gedachten Beobachter auf der jiegativen (recbten) 
oder auf der positiven (linken) Seite des Schnittes mündet; dies möge 
durch die dem Integralzeichen beigefügte Marko — oder +, also durch 
~f " oder ■'"/' " angedeutet werden. 

Unter den gemachten Voraussetzungen gelten die G-leichungen 

Durch die Substitution s' ■= i geht das beti'achtete Integral in 
das elliptische Integral j . . ..r^— — - über, Werden die halben 
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Periodeu dieses Integrals mit & imd w' Ijezcielmet, also 

wobei den Quadratwurzeln ihre positiven Wertlie beigelegt werden, 
so ergeben sich folgende Werthe flir das Integral f2s^(s)ds 

I" B, r\'J m' *[' CO' Y'T , */•' (o + m' Y" ■» j . 
l =-2'i =2'l'-2'l -'"^{ =-2--l = 2 +"■ 

Hiernach sind die in Fig. 7. tniil Fig. 8. dargestellten Schemata 
tili' die Integraiftinctionen 

f '2s^{s)ds und r\s%{s)ds 
+a 

entworfen. Mit Hülfe dersellien ist es leicht, den Wertli des Integrals 

/ 2s 5 (s) äs bei beliebig gestaltetem Integrationswege anzugeben, 

wenn die beiden Grenzen s„ und s^ unter den Werthen 

0, ±a, ±ai, +--, ±— , ±1, ±i, ±\[±~i 




yGoosle 
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entlialteu sind und vou dem Integrationswogo, der uur an die Bedin- 
gimg geknüpft ist, durch keinen der singaüären Punkte zu gclien, 
Ijekannt ist , welche der acht Schnittlinien er der Reihe nach und in 
welcher Richtung er jede einzelne derselben diu'chschneidet. 



Die drei Integrale 

/2sg(s).k, /v"^(i-,v)g(s)&, JVf(i+is-)g(»)iis 

mit derselben unteren Grenze 0, derselben obei'en Gfrenze s und dem- 
selben Integrationawege , können, wie oben (S. 36) angegeben, diu'ch 
die Substitutionen 

i+j/^ = s' 1±1E!l = ,■' 

auf drei Integrale derselben Jform j2s % (s) äs, aber mit verschiedenen 
unteren und oberen Grrenzea und dem entsprechend verschiedenen In- 
i zurückgeführt werden. 



Durch die Substitution 



1+1*! 



' entspricht 
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dem Punkte 

5 = 0, 

der Punkt 

s' = -\/i, -\J'^i, -.-a, + — ; —~, +— , 
« ' a u 

Wird -; — — = ff besetzt , so ist 
i~as " ' 



i—as' ' 2 

Die geometrische Interpretation dieser G-leicliuijgeu ist folgende. 

Durch die Function -j— - — = ö wird die Ebene s auf eine Ebene u 

1 
conform abgebildet, so dass dem Punkte s ^ — der unendlich ferne 

Punkt, dem Punkte s ^ —n der Nullpunkt der Ebene ff entspricht. 
Beschreibt der Punkt s eine Linie , so beschreibt der Pmikt ff eine 

entsprechende linie. Ebenso ist die G-leichung s' = ■ ■■ p ==- geo- 

metrisch zu deuten. Einer bestimmten Linie s entspricht also eine 
bestimmte Linie 6 und eine bestimmte Linie s'. In gleicher Weise 
entspricht der Linie s' eine Linie fl'. Die Gleichung 

^^^.. _1_ 

sagt ans, dasä die Linie ff' aiis der Linie ö diireh Drehi^ng derselben 
um den Punkt ff ^ und um emen Winkel von 2 ■ | ar oder 2 ■ 120*^ 
in positivem Sinne erhalten werden kann. 

Zu jedem Integrationswege von s kann also durch eine einfache 
Coustruction der entsprechende Integrationsweg von s' ' bestimmt 
werden. 

Bei einer Wiederholung dieser Coustruction geht s' in s", s" in s 
über. Durch dieselbe Construction bei entgegengesetztem Sinne der 
Drehung in der Ebene ff geht s in s", s" m s', s' in s über. Die 
Werthe s = —a, 5 = H — - sind die einzigen, für welche s' *= s"= s. 

Es ist oben S. 37 bemerkt worden, dass abgesehen vom Vor- 
zeichen 

\J~i(l~is')^{s)ds und 2s'^{s')ds 

mit einander ülicreiustiramen ; e,^ ist nun die Bestimmung des Vor- 
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zeicheüs auszuführen. Der Anfang der Integrationen ist bestimmt 
durch s = 0, g(0) = +1. Bis auf Heüie Grröasen höherer Ordnung, 
die hier nicht in Betracht kommen, ergibt sich für die Umgehung des 
Werthea s = 

\r^i(l-is')%is)ds ^ \l^iils; s' = -\/t, äs' = -Sirfs, %{s') = +^, 
mithin 2s' 15 (s')^«' = —\j — iäs. P]? ist also für die Umgebung des 
Werthes s = 0, s' =- -^v'''" 

Sl-\l~is^)%is)äs = -2s'g(s')(fo', 
und ebenso zeigt sicli, dass miter derselben Voraussetzung 
V*"{l+jV)g{s)(Zs ^ ^2s"g(s")(?s" ist. 
Werden nun unter s^ und s'[ die zu s' und s" conjngirten G-rössen 
verstanden und wird statt s und s^ s'" nnd s'" gesetzt, so gehen die 
Gleichungen (Ä') über in 

X- = - f 2s%(s)ds~ f ' 2s,%(s,)ds„ 

B) y' = - r 2s^{s)ds- p 2s,%{s,)ds„ 

y= r 2s%(ß)ds+ f' 2s,%{sJcK 

wobei die Functionen g(s) und %(s^) die oben erklärte Bedeutung 
]iaben. Zwischen den oberen Grrenzen s' s" s'" bestehen die Gleichungen 

1+ \/is-" ^ ^, l+\/[g' _ ^,, 1+V'iV _ ^,„ 

und diesen Gleichungen entsprechend sind die auf die Integrations- 
variable s sich beziehenden Integrationen auf correspondirenden Wegen 
auszuführen. Durch Vertauschung von i mit —i und von s' s" s'" mit 
sj s" sj" ergehen sich die entsprechenden Gleichungen zwischen den 
letztem Grössen. Die auf die Integrationsvariable s, sich beziehenden 
Integrationen sind ebenfalls auf eorrespondirendeu Wegen auszuführen. 
Durchläuft die Variable s'" die geradlinige Strecke von's = 
bis s = — ß und entsprechend die Variable s'" die geradlinige Strecke 
von g, ^ bis s, s= —a, so liegen auch für die Vanablen s', s" und 
s[, S| die Integrationswege ganz in dem obei'n Blatte der Ebene und 
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endigen im Punkte —a. Für die Coordinaten des dem Werthepaare 
s = —a, s, = -~a entsprechenden Punktes der Fläche ergeben sich 
die Wertlie 

X' = —ö , y' = —G}, s' = CO. 

Er müge imn gesetzt werden 

3:' = — CT + x", y' = — 0) + y", s' = co-\-/s" , 

so ergeben sieh für x", y", s" dieaelhen Integralausdrücke wie in den 
Formeln (B) für x', y', s', nur mit dem Unterschiede, daas mm die 
unteren Grenzen der sechs lutegi'ale einander gleich, nämlich gleich 
—a geworden sind. Auch sind diese Formeln zeichenrichtig, wenn die 
Veränderlichkeit von s"' besc'hräukt wird, z. B. auf das Innere des 
Kreisbogenvierecks ah cd. (Fig. 5. S. 27.) 

Bei der getroffenen Wahl des Coordinatensystems bildet die Nor- 
male der Fläche in dem Punkte x" = 0, 1/' ^ 0, ä" = und über- 
haupt in jedem den "Werthepaaren 3 = ~a, s, =— a und s == — , 
s, ^ — entsprechenden Punkte der Fläche mit den positiven Rich- 
tungen der Coordinatenaxen gleiche Winkel, 

Wird nun statt der Grösse s die Grösse eingeführt, so er- 
gibt sich 

U + — )(ö-fl)^ff 

mit der Bcstinnnung, dass für positive Werthe von 0, welche kleiner 
als \/2 siud, der Quadratwurzel ihr positiver Werth beizulegen ist. 
Wird a = t' gesetzt, und mit f{T) derjenige Zweig der Function 



cü'Vi 



bezeichnet , dessen Werth für r = positiv ist , so ist 
und es kann der Wortli dos Integrals 

J\g(.,)* = j"V+ V'2''-l)f M * 

für alle die Grösse y'^ dem absoluten Betrage nach nicht überschrei- 
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teiuleii Wertlie von t„ in eine nacli Potenzen von t^ mit ganzen positiven 
Exponenten fortschreitende unbedingt convergirende Reihe entwickelt 
werden. 

"Wenn die zu s', s", s'" gehörenden Wcrthc von t mit t', t", t 
bezeichnet werden, so ergibt sich 

T = M, T = TE WO £ =^ q ^■ 

Die ZU r coiijugirte Grösse möge mit t, bezeichnet und statt x" , y", s" 
möge fortan wieder x, y , s gesetzt werden , da eine Vei-wechseliing 
mit den in den Formeln (A) (S. 32) enthaltenen ebenso bezeichneten 
Grössen nicht zu befürchten ist. Dann ergibt sieb unter Berüclisich- 
tigung der Gleichungen \{tb) = f(T), f(T£°) = [(t) folgendes System 
von Gleielnuigen : 

X = f{^s + f2r'+T'£^) ^{r) dz +/{-£' +\/2t', + rU)Hr:) dr^, 

y = f(~B'+\%' + z'£)\(T)dt + j{-~B + \/2Tl + TU')Ur,)dr„ 

(C) 

f(,) = - L^ =, f(0) = +A 

Aus diesen Gleichungen ist, so lange r und t, auf die Umgebung der 
Werthe r = 0, r, = beschränkt werden, jede Zweideutigkeit ver- 
schwunden. Für die Coordinaten x, y, s ergeben sieb Reibenentwicke- 
lungen, welche nach Potenzen von z und %^ mit ganzen positiven Ex- 
ponenten fortschreiten und für alle in der Umgebung der Werthe 
r ^= 0, r, = Hegenden Werthe von % und x^ unbedingt oonvergiren. 

Diese Entwickelungen erweisen sich als sehr geeignet zur nä- 
heren Untersuchung der Beschaffenheit des in der Umgebung des 
singulären Punktes a; = 0,)/ = 0, z = Hegenden Elementes der 
Fläche. 

Greht nämlich t in %h und gleichzeitig t^ iu t,*^ über, so geht 
s \-ü. x , X in y , y va. s über ; die Fläche ist daher in Bezug auf die 
drei Coordinaten x, y, s symmetrisch und gelangt durch eine Drittel- 
drehung um die Axe x ^= y ^ ^ mit sich selbst zur Deckung, 

Wird t mit t, vertauscht , so geht x m y, y in x über, während 
s ungeändert bleibt. Also ist die Ebene x = y eine Symmetrie- 
Ebene der Fläche. 
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Geht r in — r, t, in —r, ühov , so gehen x , y , £ über in —x, 
—y, —s: der Punkt a; == 0, i/ = 0, ä = ist also ein Mittelpunkt 
der Fläche. 

Diese Sätze gelten zwar zunächst nur für solche Werthe von r 
und r, , welche in der Umgehung der Werthe r = , r, = liegen, 
und für das Flächenelement , welches durch die erwähnten innerhalb 
dieses Gebietes convergenten Reihenentwickelungen definirt ist; in- 
dessen sind diese Sätze sofort auf die ganze Fläche aiisdehnbar, welche 
die analytische Fortsetzung dieses Flächen elementes ist. 

Diese Fläche wird gebildet von dem Inbegriff aller derjenigen 
Punkte des Raumes, in deren Umgebung simultane, d. h. durch Ver- 
mlttelung derselben Zwischen werthe erhaltene analytische Fort- 
setzungen der eben erwähnten Reihenentwickelnngen führen. 

Es sind nun die Anfangsglieder dieser Entwickelungen ins Auge 
zu fassen. Diese sind, abgesehen von dem Factor — V'^, beziehungs- 
weise 

ix + e^T, , eV + st,, IT -f- T, ; 

alle anderen (xlieder enthalten die Variablen t oder z^ in der diitten 
oder in einer höheren Potenz als Factor, 

Hieraus folgt, dass der Punkt x^O,t/^0,s^O ein ein- 
facher Punkt des betrachteten Flächenelomentes ist, dass die Ebene 
x+y + = Om diesem Punkte die Tangentialebene des Flächenele- 
mentes ist und dass der Abstand eines dem Punkte x ^ 0, y = 0, 
s ^ benachbarten Punktes des Flächenelementes von dieser Tan- 
gentialebene in Bezug auf r und t, , also auch in Bezug auf x , y , s 
eine kleine Grösse dritter Ordnung ist. 

Weil das beti'achtete Flächenelement in dem Punkte x := 0, 
j ^ 0, « ^ eine Punktsingularität nicht besitzt, so wird dasselbe 
von jeder diesem Punkte hinreichend nahe liegenden und der Tan- 
gentialebene x-\-y-\-s = nicht parallelen Geraden in nur einem, 
dem Punkte 3i=^0, y^O, ^=^0 benachbarten Punkte geschnitten. 

Aus den Gleichungen (C) (S. 45) ergibt sich 

x + y + s = /S \/2r= f (t) dt -f-/3 \l^t\ f (r,) dt„ 
oder, wenn t^ = ;i, Tj = ^, gesetzt wird, 

äjt , r ä(i. 



^(«+.+.)=/- 
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Die Summe der beiden elliptischen Litegrale auf der recliten 
Seite dieser Gleichung kann nui- dann gleich Null sein , wenn die 
Summe ilirer oberen Grenzen ,« + /t, = t^+ T; den Werth Null hat. 
Dies ergi"bt folgende Wertbsystcme : 



in welchen r eine veränderliche (reelle) Grösse bezeichnet. 

Diesen Werthsystemen entsprechen auf der Fläche drei in der 
Tangentialebene x + y +s = enthaltene , einander unter Winkeln 
von 60" achneidende gerade Linien, die Durchschnitte der Ebenen 

y = 0, s + x = 0; ^ = 0, x+y = 0; x = 0, y+s = 0. 

Jede dieser Geraden ist eine Synimetrieaxe der Fläche. Dies 
folgt z. B. für die Gerade e ^ 0, x+y = aus der Eigenschaft, 
dass die Ebene x ^ y eine Symmetrie-Ebene und der Punkt x = 0, 
y = 0, Ä ^ ein Mittelpimkt des betrachteten Flächenelementes ist, 

Der Ausdruck für den Abstand eines Punktes des Flächenele- 
mentes von der Tangentialebene x + y + g = zeigt, dass die durch 
die drei Geraden gebüdeten sechs Sectoren des Flächenelementes ab- 
wechselnd auf der einen und auf der anderen Seite der erwähnten 
Tangentialebene liegen. Es tritt somit fiir dieses Flächenelement die 
oben (S. 17) beschriebene Singularität (g = Z, p = 2) auf. 

Für die Coordinaten des dem Werthepaare s'" = 0, s"' = ent- 
sprechenden Punktes ergeben sich, vorausgesetzt, dass die Integra- 
tionsvariablen s und s, sich auf geradem Wege von —a his be- 
wegen, die Werthe (vgl. S. 44) 



(jB.-i<0') + (4. 


> + i") 


— 


(io + io') + (i. 


'-i«} 


= 


-im 


-»» 


= 



Es ist also der Punkt x = ta, y =: m, ß ^ — raein Punkt der 
Fläche. Zur näheren Untersuchung des in der Umgebung dieses 
Punktes liegenden Elementes der Fläche ist es nützlich, auf die For- 
meln (A') (S. 37) zurückzugehen, wobei x-a = x, y — cy = y', 
+ m != ß' zw setzen ist. 
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Für die Coordinateii x', y', ^' ergeben sich aus diesen Formeln 
Reihen entwickelungen, welche nach Potenzen von s imd s, mit ganzen 
positiven Exponenten fortschreiten ttnd ftir alle Werthe dieser Grossen, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als o, unbedingt convergiren. 

Durch Vertanschung von s und s^ ergibt sich auch hier die Sym- 
metrie in Bezug auf die Ebene x' == y'. 

Wenn gleichzeitig s mit —s, s, mit — s, vertauscht wird, so geht 
x' in —x, y' in —y' über, während 0' ungeändert bleibt. Es folgt 
hieraus, dass die.Z'-Axe (3:'= 0, y' ^ 0), mit welcher die Normale 
der Fläche im Punkte x' ^ 0, ?/' = 0, if' == zusammenfällt, für das 
Fläehenelement eine Symmetrieaxe ist. Also ist auch die Ebene 
x'-\-y' = eine Symmetrie-Ebene dieses Flächenelementes. 

Die Ebene ^' = ist die Tangentialebene des Flächenelementes 
im Punkte x' ~ 0, y' = 0, s' = 0. 

Die Gleichung s' = J 2s%(s)ds -\-J 2s^)^(Si)ds^ ^eigt, wenn durch 
die Siibstitutionen s' = t , sl = t^ zu elliptischen IntegTaien überge- 
gangen wird, dass die Gleichung / = nur dann befnedigt werden 
kann, wenn s'+sj := ist, d.h. wenn 

oder 

gesetzt wird, wo )' eine veränderliehe (reelle) Grösse bezeichnet. 

Diesen Annahmen entsprechen zwei der Tangentialebene s' ^ 
und dem Fläehenelement gemeinsame gerade Linien / = 0, */' = 
und / = 0, x' = 0, welche zugleich Symmetrieaxen des Flächenele- 
mentes sind. Wird nämlich s = v -^i, s, = v^- \j —i gesetzt, worin 
V und v, conjugirte Grössen bedeuten, und dann v und v^ vertauscht, 
so geht y' in ~y', s' in -—0' über, während x unverändert bleibt, 
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. 

In dem Punkte x' = 0, j/' = 0, ^' = tritt also der oben S. 17 
betrachtete Fall (g == 2, p = 1) ein. 

Mit Zulnilfenahme dieser Betrachtungen ist es möglich, auf ana- 
lytischem Wege eine annähernde Vorstellimg von der Gestalt desje- 
nigen Theiles der Fläche zu gewinnen, welcher bei Beschränkung der 
Veränderlichkeit der Variablen s imd s, auf das Kreisbogenviereck 
ah cd durch die Formeln (Ä') auf S. 37 imter der Bedingung darge- 
stellt wird, da«s den Variablen s und s^ stets conjugirte Werthe bei- 
gelegt worden. 
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Der Begrenzung entsprechen nach den Sätzen, welche sich für 
das dem Werthepaare s = ~a, s^= —a entsprechende Flächenele- 
ment ergeben haben und welche durch die soeben gewonnenen Syro- 
metriebeziehungen vervierfacht werden, vier gerade Strecken, welche 
gegen die Ebene m' = unter 45" geneigt sind und deren Projectio- 
nen auf diese Ebene die Länge 2« haben. Der geometrische Ort der 
Projection x'+y'i eines reellen Punktes dieses Flächenstückes auf die 
Ebene s' = ist das von den Projectionen der erwähnten Strecken 
gebildete zwischen den Parallelen a;' ^ — gj, x' := +(o und j/' == — o, 
j/' ^ + (0 liegende Quadrat. Für positive den Werth w nicht über- 
schreitende Werthe von x' und von y' ist der Werth der Coordinate 
s' auch positiv und nirgends grösser als oj. 

Dies kann dadurch bewiesen werden , dasa , nachdem das Gebiet 
von s in erwähnter Weise beschränkt worden ist , die Grebiete der 
Werthe, welche die Integrale 

jfV^(l_is')g(s),is, ,(\/f (!+"■") 5 W* md fj,%(s)äs 

unter dieser Voraussetzung annehmen können, als begrenzte Plächen- 
theile der Ebene geometrisch dargestellt werden. •^) 

Aus dem G-esagten ergibt sieh, dass das betrachtete Flächenstiick 
aus vier congruenten Theilen besteht, drei auf einander senkrecht 
stehende Symmetrieaxen , zwei auf einander senkrecht stehende Sym- 
metrie-Ebenen besitzt und der äusseren Gestalt nach mit dem zwischen 
den Ebenen x' = —a und »:'=!+(», y' = — w und y' =' + a lie- 
genden Stücke des hyperbolischen Paraboloides o- / = x'- y' grosse 
Aehnlichkeit hat. Beide Flächenstüeke haben die Begrenanngslinie, 
die Synunetrieaxen , die Symmetrie -Ebenen und in neun Punkten 
auch die Tangentialebenen gemeinsam. '^) 

Für die G-rösse des Hauptkrümmungsradius in einem beliebigen 
Punkte der Fläche ergibt sich der Werth 



Derselbe wird in keinem reellen Punkte der Fläche gleich Null, er- 
langt seinen kleinsten Werth 1 für s = 0, 5; = und wird unendlich 
gross in den vier Ecken. 

Da für die analytische Fortsetzung des eben betrachteten Flächen- 
stückes die vier Geraden, welche die Begrenzung desselben bilden, 

ScLwiiri. Oosanimelte Al)liainllunfen, I, 4 
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Symmetrieaxen sind , so ergibt sieh , dass der reelle Theil der durch 
die Formeln (Ä'), (B), (C) bei imbeschränkter Veränderlichkeit der 
unabhängigen Variablen dargestellten analytischen Fläche aus lauter 
Stücken zusammengesetzt werden kann , welche dem eben betrach- 
teten congruent sind. 

Dieser Umstand erleichtert die Anfertigung eines Modellea, 
welches dazu dient, eine anschauliche Vorstellnng der Gestalt des 
reellen Theiles der Fläche, soweit derselbe in einem begrenzten Tlieile 
des Raumes enthalten ist, zu vermitteln. 

Bei nicht zu geringer Ausdehnung zeigt ein solches Modell eine 
deutliche Periodicität der Fläche in der Kichtung jeder der drei 
C or dinatenaxen . 



TJebergang zu den elliptischen Functionen. 

Es wurde bereits bemerkt , dass es möglich sei, das System der 
Formeln (B) durch eine Aenderung dea Coordinatenanfangs so umzu- 
gestalten, dass die Integrale, durch welche die Coordinaten eines be- 
liebigen Punktes der Fläche ausgedrückt werden, dieselbe untere 
Grenze —a erhalten. 

Es ergibt sich (vergl. S, 43—45) 

X = -j'^ 2s^{s)ds-p 2s,g(s,)rfs,, 

^ = r 2s%is)ds+ f' 2s,%(s,)ds,, 

Durch die Substitutionen s" — (', s" = t[ u. s. w. gehen diese 
Fonneln, wenn vom Vorzeichen abgesehen wird, in die folgenden über : 

" ~ J , sIT-iif+i' J, vT^Ti (;+(;■ 



VI- 


-i4(;+(; 




dl. 


VI- 


-uti+t; ' 




dt, 
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Hierbei bestellen zwischen den oberen Grenzen die Grleiohungen 

Die elliptisclien Integrale, durch welche in den ^Formeln (E) die 
Coordinaten x, y, ß ausgedinickt sind, lassen sich vermöge des Addi- 
tion stheorems wirklich addiren und zwar ist 






worin f{t,t^) eine algebraische Function von t und t^ bedeutet, welche 
durch i, t^, \ll—14:t^-\-t^, \/l— Mij + i* rational ausgedrückt ist. 
Es ist also 

Cfit'A) rf(f",t'!) rf{t"\tr) 

Durch die Grleichung 



"^l 



ist die obere G-renze t als eine elliptische Function von m definirt, 
"Wird diese Eunction mit ii(ti} bezeichnet, so genügt dieselbe der 
Differentialgleichung 

nnd der Anfangsbedingung 1i^(0) = 2—^3, während i;''(0) den Wertb 
Ntdl bat. Es ist mithin ^(u) eine grade Function ihres Argumentes 
oder es ist ^(— m) = iti(M). 

Die obigen Gleichungen ergeben also 

i,(_x) =f(t',t[), ■ ipiy) = f{t",lfl), i;{d) =nt"',f-). 

Weil die Grossen t', t", t[ und i" algebraische Functionen von t'" und 
t'" sind und die Function f eine algebraische ist , so ist es möglich, 
die beiden Grössen t'" und f" zu eliminiren und es ergibt sieh als 
Resultat der Elimination eine Gleichung 

4* 
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woi'in F eine gan^e rationale Punction der drei Argumente ^(.t), 
]^(y) und ^(s) ist. In Worten: 

Es gibt eine in Bezug auf eUiptisclie Functionen 
der drei Coordinaten rationale und ganze Function, 
welche für alle Punkte der betracli toten Fläche den 
"Werth Null hat, 

Dieser Satz spricht die analytische Natur der vorgelegten Fläche 
aua. Für alle endlichen Werthe des Arguments haben die elliptischen 
Functionen den Character rationaler Functionen; also sind die un- 
endlich entfernten Punkte des Raumes die einzigen, in welchen die 
Fläche aufhört, den Charakter einer algebraischen Fläche zu besitzen. 
Hiermit hängt zusammen : Während im Allgemeinen diejenigen Flächen, 
deren Coordinaten als Integrale algebraischer Functionen zweier va- 
riablen Parameter dargestellt sind, die Eigenschaft haben, jedem Punkte 
des Raumes beliebig nahe kommen zu können, gibt es im vorliegenden 
Falle keinen einzigen bestimmten Punkt des Kaumes, welchem die 
Fläche unendlich nahe kommen kann, ohne dixrch denselben hindurch- 
zugehen. 

Diese analytische Gleichung , welche die vorgelegte Fläche in 
ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung darstellen muss , und welche 
auf dem angegebenen Wege erhalten werden kann , stellt dieselbe je- 
doch nicht rein dar, sondern ist mit ausserwesentlichen, der vorliegenden 
Untersuchung fremden Faetoren behaftet, welche auch durch Adjunc- 
tion von ilf'(x), il)'(y) , tii'iß) nicht sämmtlich entfernt werden können. 
TJeberdies enthält die auf dem angegebenen Wege zu erhaltende 
G-leichung den Factor, welcher die Fläche selbst und nur diese dar- 
stellt, in einer höheren als der ersten Potenz. 

Die Ursachen hiervon sind folgende: Die elliptische Function -^iu) 
ist eine doppelt periodische Function mit den beiden Fundamentalpe- 
rioden 2(0 und 2o'. Die obige Function F bleibt daher ungeändert, 
wenn an die Stelle von s s + ^m, s +2(0' gesetzt wird. Nun ist aber, 
wie sich bald zeigen wird, der Punkt x = x^, y ^ y^, z ■=^ z^-\- 2q) 
im Allgemeinen nicht ein Punkt der Fläche, wenn der Punkt 
a; = a^o, «/ = j/j, e ^ n^ ein solcher ist. 

Daher muss die Grleichung F =^ einen Factor haben, welcher, 
tiir sich gleich Null gesetzt , die in der Richtung der Z - Axe um Sta 
verschobene Fläche darstellt. 
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Dass die durch mechanische Elimination zu erhaltende Gleichung 
i^ = die vorgelegte Mäche mehr als einmal dai'stelien mnss , d. h. 
dass sie den Pactor, welcher die Fläche allein darstellt, in einer hö- 
heren als der ersten Potenz enthalten muss , folgt daraus , dass der- 
selbe Punkt der Fläche für mehr als ein "Werthepaar t'" und t"' er- 
halten wird. 

Es ist daher ein anderer Weg einzuschlagen, welcher nothwendig 
zu einer unzerlegbaren analytiselien Grleichung der vorgelegten 
Fläche führt. 



Die Aufgabe , die gereinigte Grleichung der Fläche darzustellen, 
ist identisch mit der folgenden ; 

Alle zu einem beliebig gegebenen "Werthepaare x ^= x^, ij = y,^ 
gehörenden "Werthe s zu ermitteln und als Wurzeln einer analytischen 
Grleichiuig zusammenzufassen , welche nur diese Werthe zu Wurzeln 
hat und zwar jeden dei'selben als einfache Wixrzel , wenn durch den 
betreffenden Punkt der Fläche nur ein einfaches Flächenelement hin- 
durch geht. 

Die angegebene Aufgabe wird zunächst für das Werthepaar 
X = 0, y = a gelöst, für welches ein zugehörender Werth von s, 
nämlich ^ (i, bekannt ist. 

Mit anderen Worten; Wenn s'" und s'" von den Werthen 
s = —a, s^ =^ ~a ausgehend, beliebige Wege beschreiben, welche 
Wege sind zulässig, damit das Resultat der auf den entsprechenden 
Wegen s\ s[;'s", s" ausgeführten Integrationen sowohl für x als für 
y den Werth NuU ergebe, und welche Werthe kann ^^ hierbei er- 
langen ? 

Eine jede Integration auf einem bcHe"bigen Wege kann zerlegt 
werden in eine geschlossene Integration, bei welcher die Endpunkte 
der Integrationawege wieder s := —a, s, =^ —a sind, und in eine 
Integration , bei welcher die Integrationswege , welche sich auf die 
Variablen s'" und 5"' beziehen, von s = —a, s, = — « ausgehen und 
kernen der Querschnitte überschreiten. Hierbei muss jedoch ein ein- 
maliges Umkreisen des Punktes —a gestattet werden, damit die End- 
punkte s'", s™ der Integrationswege ebensowohl in dem unteren als 
in dem oberen Blatte der Ebene liegen können. 

Es sind daher zunächst die Werthe derjenigen gleichzeitigen 
Aenderungen zu ermitteln, welche die Coordinaten x, y, z durch eine 
Integration anf einem geschlossenen Wege erfahren. 
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Ist daa Ergebniss einer solelien Integration auf j 
"Wege für die Coordinateii x, y, s beziehungsweise 2ß,, Sß,, 
bilden diese Grröasen für die drei Coordinaten ein System i 
gehöriger Perioden: wenn die I"läclie parallel zu sieh, selbst in der 
Richtung der drei Coordinatenaxen beziehlich um diese Grössen ver- 
schoben wird, so gelangt dieselbe mit sich zur Deckung. 

Die Aenderungen, welche durch eine Integration auf einem ge- 
schlossenen "Wege herbeigeführt werden, lassen sich nun nach der all- 
geraeiiien Theorie der Integrale algebraischer Eunctionen durch Ad- 
dition und Subtraetion aus den Ergebnissen solcher Integrationen 
zusammensetzen, bei welchen der gesohloaaene Integrationsweg ausser 
dem Punkte s = ~a nur noch je einen der sieben andern singu- 
lären Punkte umsohlieast. 

Da jedoch der Umlauf um einen dieser Punkte ersetzt werden 
kann durch einen Umlauf in entgegengesetzter Richtung um alle 
übrigen , so ist es nur nöthig, für sechs solche geschlossene Integra- 
tionen, bei welchen der Integi-ationsweg den Punkt —a und je einen 
von sechs singulären Punkten nmsohliesst, das System der gleichzei- 
tigen Aendermigen , welelie die drei Coordinaten durch eine solche 
Integration auf geschlossenem Wege erfahren, zu ermitteln. 



Es gehe f = s von einem in der Nähe des Punktos —a Ücgcn- 
den Punkte des oberen Blattes aus und beschreibe eine einfache ge- 
schlossene Linie (Fig. 9.) , welche in ihrem Innern nur die beiden 




-a ausgehende 

Schnittlinie nur einmal und zwar in ihrer Verlängerung über 

hinaus in positivem Sinne durchschneidet, Der "Werth der Quadrat- 



y Google 



f specicllen Miaimalfläohe. 



55 



wiirzel wird hierbei nicht geändert; das lutegral J 2s3'(s)(?s erhäit 
anf diesem Wege den Ziiwachs — 2ci>'. 

Der entsprechende Weg, den s' beschreibt (I'ig. 10.), schliesat die 
Kreisbogen strecke von —a bis ai ein und zwar erlangt das Integral 
j 2s'%(s')ds' auf diesem Wege den Zuwachs —26). 

Der Weg, den s" beschreibt (Fig. 11-), durchschneidet die von 





~a ausgehende Schnittlinie und tritt in das mitere Blatt der Ebene 
ein. Das Integral J 2s" %(s")ds" nimmtauf diesem Wege um +2ra zu. 

Die im unteren Blatte liegenden Theile der Integrationswege sind 
in den bezuglichen ^Figuren punktirt gezeichnet. 

Die Coordinaten x, y, s erhalten demnach, wenn s den angege- 
benen Weg besehreibt, die gleichzeitigen Äenderungen 



Hieraus ergeben sich durch cycliache Veitauschung die Werthe 
der Äenderungen, welche die Coordinaten erfahren, wenn s einen 
Umlauf um die Kreisbögenstrecken —u---ai und —-«■-■-— ai voll- 
führt. Dieselben sind enthalten in der Tabelle 



^ 




1_ 


-,,...» 


— ((. ai 


» 


+ 2o 




—2« 


-2o' 


p 


-'ia 




-2id' 


+ 2« 


' 


-to 




+ 2«) 


-2o 




(1) 




(2) 


(3) 
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einen Weg beschreibt, welcher die geradlinige 
bis +ff in positiver Richtung umgibt (Fig. 12.), 




so umgeben die entsprechenden Wege von »' und s" die Kreisliogeii- 
Btrecken, welche von —a nach und +— führen (Fig. 13, 14), 





und es erlangen die drei Integrale 

f2s^(s)ds, f2s'%(s')ds', f2s"^{s")äs" 
bezielilich die Aend erringen 

0, -3ej + 2fl)', -2cj-2ra', 

die Coordinatcii x, y, s mithin die Aenderungen 

+ 2m— 2oj', +2M+2ta', 0. 

Hieraus ergibt sich folgende Tabelle 






^»... + . 


a 


- ,1 . . , + -1 


X 


2o~2io' 

2o + 2o' 




2io + 2oi' 


2cj — 2(o' 



2o-2o' 
2a) +2»' 




(*) 


(5) 


(ß) 
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Durch Vertanselmng von ce imd y ergeben sich nun die entspre- 
clienden Aendenangen, welche die Coordinaten durch Integrationen iq 
Beziehung auf die Variable s'" = s, auf denselben geschlossenen 
Wegen erfahren, 

Diese Acndermigeii sind aus folgenden Tabellen zu entnehmen. 



s 


— rt- ■ • — 


1 


— 1( ■ • ■ d? 


_„...-« 


X 


-•la 




-ä»' 


+ 2<o 


y 


+ 2a 




^2o 


-2o' 


' 


— 2«' 




+ 2a 


-2» 




(7) 




(S) 


(9) 



», 


-....,. 


a 


-a-- . + ^ 


X 

y 


'2ia + 2o)' 

2o-2u 





2o + 2bi' 
2o^2o,' 


2o-2si' 


2ffl + 2ca' 




(10) 


(11) 


(12) 



Die vier Tabellen ergeben zwölf verschiedene Systeme gleich- 
zeitiger Aenderungeii der Coordinaten durch Integrationen auf ge- 
schlossenen Wegen. 

Durch Addition der Systeme (1) und (7) wird fiir die Coordinaten 
X, y, s das Periodensystem 0, 0, — 4(ij' erhalten. Es ist also — 4{o' 
und also auch do»' eine Periode für die Coordinate £, d. h. ist x = x„, 
y = y^, e = s^ ein Punkt der vorgelegten I"läche , so ist jedesmal 
auch OS = x,^, y ^ Vi, ^ ^ s^—Aca' ein Puntt der Fläche (im analy- 
tischen Sinne), also auch ^ = s;^, y = y^, s = ,&„+4woj' wo n eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Dieser Punkt wird er- 
halten dnrch n malige Einschaltung der die Punkte — « und — '— 

umgebenden geschlossenen Integrationswege in den Weg, auf welchem 
der Punkt x ^ x„, y =^ y^, s ^ s^ erhalten worden ist. 

Auch 4w ist eine solche Periode für die Coordinate s. 

Durch Addition der Systeme (5) und (6) und Subtraction des 
Systemes (10) ergibt sich nämlich für x, y , si das Periodensystem 
0, 0, 4ro. Also sind 4(a und 4ßt' unabhängige Perioden fiir die Coor- 
dinate s und anaiogerweise auch fiir die Coordinaten x und y. 
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Die reelle Periodicität der Fläche zeigt deutlich das Modeil 
derselben. 

Mit Hülfe dieser Periodensysteme ist aus dem obigen System ein 
vollständiges System zusammengehöriger Perioden herzustellen , aus 
welchem sich in Verbindung mit den unabhängigen Perioden alle an- 
dern Periodensysteme herleiten lassen. 

Aus dem Systeme der Aenderiuigen (1) bis (12) sind zunächst 
auszuscheiden die Systeme (7) bis (12), weil dieselben aus den ent- 
sprechenden Systemen (1) bis (6) durch Hinznfügimg von ± 4ra, ± 4ü>' 
hergeleitet werden können. Von den übrig bleibenden Systemen 
können dann noch, ausgeschieden werden die Systeme (4) bis (6), vreü 
dieselben durch Verbindung je zweier der übrigen und die unabhän- 
gigen Perioden zusammengesetzt werden können. Es bleiben also nur 
noch die Systeme (1), (2) und (3) übrig, welche durch die folgenden 
ersetzt werden können 

X 2a 2ß) 2co' 

y 2ra 2(o' 2ra 

s 2in' 2to 2(0. 

Wenn daher eine Integration auf geschlossenem Wege Aende- 
rungen der Coordinaten zur Folge hat, so haben dieselben beziehUch 
folgende Werthe 

2ifi, ^ 4«f,w +4ra,(c'+2j)w +2^(0 +2rw', 
2^3 =^ 4m3a) + 4Wjo'+ 2^0 + 226)'+ 2*-{d , 
2i3j =^ 4!i(3ra + 4«gra'-|-2p(o'-|-25fij -|-2r(ij, 

imd zwar bedeuten die Grössen m und n positive oder negative ganze 
Zahlen einschliesslich der Null , während die Zahlen J) , 2 , »* einzeln 
entweder den Wertb oder 1 haben. Es ist auch ersichtlich, wenn 
die sechs ganzen Zahlen m und « , sowie die drei ganzen Zahlen 
j), g und r beliebig angenommen werden, dass für jede solche An- 
nahme geschlossene Integrationswege angegeben werden können , für 
welche das System der gleichzeitigen Aenderungeu der Coordinaten 
mit dem durch die obigen Gleichungen bestimmten Periodensystem 
übereinstimmt. '*) 



Es ist bereits erwälmt worden, dass alle Wege der Integrations- 
variablen s'" = s und s'" = s, zurückführbar sind auf einen ge- 
schlossenen Integrationsweg und auf einen solchen Integrationsweg, 
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weleKer keine der ausgeachloaaenen Linien überschreitet, wotei jedocli 
ein einmaliges Umkreisen des Punktes —a offen gelassen werden mass. 

Um nun alle diejenigen Werthe von ^ zn bestimmen, welche dem 
"Werthepaare x = 0, y = entsprechen , sind zunächst diejenigen 
Werthepaare von s und s, aufzusuchen , ftir welche x und y gleich- 
zeitig den Wertli Nidl haben können. 

Es war, abgesehen vom Vorzeichen, 

Damit die Summe dieser Integrale den Werth Niül habe , ist noth- 
wendig, dass t' ^ t[; dies folgt aus dem Umstände, dasa die Umkeh- 
rnngsfixnction des Integrals 

r'' dt 



, \li-14:f+t*' 



die alliptisclae Function '4>(u), eine grade Function ist (vgl. S. 51). 
Aus demselben Grunde muss , damit p den Wcrth Null haben könne, 
t" = t'l sein. 

Daher müssen für alle diejenigen Wcrthc von s und s, für welche 
X und y den Werth Null haben, gleichzeitig die beiden Grlcichungen 

erfüllt sein. Diese Gleichungen lassen sich auch in die Form setzen 
Vs-v'-i »,-V> ^ \s-\l-i s.-v/i / 

und zwar ist dann jeder Factor dieser beiden CHeichungcn, für sich 
gleich XuU gesetzt, die (rleichung eines Kreises. 
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Fig. IS. (ffig. 6. mf a. 38.) 



c/ 



: geM dnrcli die Punkte a, 



C ^Q 



-ai, -, -] 

fl ' a 

■ , 1 i 



,, D = „ „ ,, „ ~a, 

Die Sclinittpnukte je eines der Kveiae A, B mit je einem der 
Kreise C, D ergeben sämmtliche Wurzeln, welche dem vorgelegten 
Gleiehiingasysteme genügen. 

Es sind demnaeli die Auflösungen der obigen Gleichungen fol- 
gende acht Paare 



-. +a 



- + - 



oder alle acht singnlären Werthe von s nebst den jedesmaligen i 
jngirten Werthen von s^. 
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Unter diesen "Werthepaaren von s mid s, , für welche allein x 
und y gleichzeitig den Wertli Null Laben können, sind nun diejenigen 
auszuwählen, für welche wirklich x und y bei geeigneter Wahl der 
Integrationswege den Werth Null annehmen. 

Es werde hegonnen mit dem Werthepaare s =: —a. s, ■= ~a. 
AlleWerthe, welche x und y für diese "Werthe von s miil s, erhalten 
können, sind enthalten in den Formeln auf S. 58 

X = 4iin,mi-4n,a'+2pix> + 2qG} -i-2r(o, 
y = 4m^(a + 4n^m'+2p(a + 2qa>'+2ria. 
Damit a: = ü sei, muss zunächst r = 0, «j = sein, ferner 2' + g = 
(mod.2), «\ = ~^{p + ^)') damit y = sei, muss q_ =^ 0, jj^ = 
sein ; weil g- = und p + g = (mod. 2) , so muss ^ = sein, da p 
nur den Werth oder 1 haben kann. Es sind also für das Werthe- 
paar s = —a, s, = — « alle zn den Werthcn x ^= , y = gehö- 
renden Werthe von s in der Formel 



: 4.mc3 



h4lJCT 



enthalten. 



Es möge nun das Werthepaai" s ^ H 

gefasst werden, Jeder vom Punkte s = - 

Punkte s ^ H endigende Integrationsweg kann zusammengesetzt 

werden ans einem geschlossenen Integrationswege und einem solchen, 
der keine der ausgeschlossenen Schnittlinien überschreitet. Dies gilt 
in Bezug auf den Weg von s und s, , aber nicht auch in Bezug auf 
die gleichzeitigen Wege von s', s", s[, sj'. 

Wenn die Integrationswege die Grestalt haben, welche die Fi- 
guren 16 und 17 zeigen, so erlangen die Coordinaten folgende Werthe 
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s 


., 


X 


-»• 


+ (»■ 


y 


äa + B,' 


2»^io' 


" 




+ m' 



Sowohl bei der Addition dieser Werfhe als auei bei der Suli- 
traotioii derselben ergeben sich solche Werthe der Coordinaten, welche 
dieselben durch Integrationen anf geschlossenen Wegen anch für die 
Werthe s = —a, s, == —a erlangen können, 

Daher sind alle Werthe, welche für s = — und s, ^ — an- 
' a '■ a 

nehmen kann , wenn x und p den Werth Null haben , auch i]i diesem 

Falle in der rormel 

enthalten. 

Wenn hierin m nnd n den Werth Null haben, so entspricht dem 

Werthepaare s ^ — , Sj = — ebenso wie dem Werthepaare s = —a, 

s, = — a der Punkt x ^ 0, ^ = 0, ,sf = der Fläche und es ist 
daher zu untersuchen, ob vielleicht durch diesen Punkt auch zwei ver- 
schiedene Flachenelemente hindurchgehen, von denen eins dem Punkte 
s = Sj = — nnd das andere dem Punkte s = s, = H entspricht. 

Bei näherer Betrachtung zeigt sich , dass dieses nicht der Fall 
ist, dass vielmehr jenes zweite Flächenelement mit dem ersten zu- 
sammenfällt und dass daher die Fläche in sich selbst zurückkehrt. 

Dies lässt sich wie folgt beweisen. 

Wird in den allgemeinen Gleichungen (A') auf S. 37 gleichzeitig 

1 1 



so gehen g(s) und ^^(5,) beziehungsweise in — vJ^K) iind 
— v'^{v) über. Die Entscheidung über das Vorzeichen kann hierbei 
z.B. aus der Betrachtung des Werthepaares s ^ \/i , v^=^ —\/—i 
gewonnen werden. Durch Ansführimg der angegebenen Substitution 
ergibt sieh nun , dass die Differentiale der Coordinaten von den 
Grössen v und v^ in genau derselben Weise abhängen , wie von den 
Grrössen s und s,. Hieraus folgt aber, dass die beiden den Punkte- 
paaren 
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s = -a s =^ -a uud s = -^ s = ^ 
' ' a ' ' ' a 

entspreefiendeii !Flächeneleinente einander congnient sind. 

Da nun, wie oben gezeigt wurde, die Integrationswege so gewählt 
werden können , dass zwei Punkte dieser beiden Flächenelemente zu- 
sammenfallen , während die für die benachbarten Punkte geltenden 
EntwickeluDgen übereinstimmen, so ergibt sich beiläufig der Satz: 
Entspricht einem Wertbepaare s = s,„^, s, = s„„, ein Punkt der 
Fläche, so kann derselbe Punkt der Mäcbe auch erbalten werden für 
das Werthepaar 

i_ _ 1 

Hierin liegt die Berechtigung für die oben (S. 53) unbewiesen ge- 
lassene Behauptung , dass die durch mechanische Elimination zu er- 
haltende Grlcichung der Mäche den Factor, welcher die Fläche dar- 
stellt, in einer höheren als der ersten Potenz enthalten muss. 

Für die Betrachtung der übrigen Wertbepaare s und s, sind die 
oben (S. 55—57) zur Ermittelung aller Systeme gleichzeitiger Perioden 
aufgestellten Tabellen von Nutzen, nur sind die dort gegebenen Werth- 
systeme für den gegenwärtigen Zweck durch 2 zu theilen. 

Es möge nun das "Werthepaar 

ft ' ' a 

betrachtet werden. Die gleichzeitigen Äenderungen der Coordinaten, 
auf die es hier ankommt , setzen sieb zusammen aus den Systemen 
^(1) und ^(7), wie folgende Tabelle zeigt. 





i(i) 


i(7) 


i(l) + i(7) 


i(l)-i(7) 


X 


+ 03 


-m 





+ 2(0 


y 


— (0 


+ M 





-2i» 


'■ 


— ' 


-"' 


-2o' 






Durch Addition ergibt sich für x , y , s das System 0, 0, — 2cj'. 
Während also x und y in ihre anfänglichen Werthe zurückkehren, 
hat i: seinen Werth um — 2(o' geändert. 

Das durch Subtraction sich ergebende Wertbsystem 2ro, —2m, 
wird durch Hinzufiigung des Systemes (7) —2a), 2ra, — 2(a' auf das 
System 0, 0, —2.a' zurückgeführt. 
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Dem Wertliepsiare ä = 0, y = einerseits und 
1 1 



andrerseits kSimen daher bei beliebigen Integrationswegen nur solche 
Werthe von s entsprechen, welche durch die Torniel 

ai^sgedrückt werden. 

G-enan dieselben Werthe von und genau dieselben Flächenele- 
mente werden tüv das Werthepaar s = a, s, = a unter der Bedin- 
gnng, dass 3; = 0, j/ ^ ist, erhalten, 
Ueni AVerthepaare 

_ _1_ _ _i 

a ' ' a 

entspricht also der (bei der gegenwärtigen Interpretation der vorge- 
legten Gleiciungen imaginäre) Punkt der Fläche x ^ 0, y = 0, 
£ = -2ca'. 

Werden nun die Substitutionen 



angewandt, so gehen die Functionen %{s) und ^{s,) beziehlieh über 
in — i'J(5(v;) und —v^'j^{v), iind es eigebeu sieh aus den Gleichungen 
(A') (S. 37) die folgenden 

dx'^ -M^ia-iv^)^iv)äv- \JI{l+ivl)%iv,)dv„ 
äy'= -\li il+iv'mv)dv-\/-iil~iv\mv,)dv„ 
ds = ^v'^{v)dv + ^v^%{v,)dv,. 

Beschreiben nun v und Vj um die Punkte v = — a, v, = — ci 
kleine Kreise, in Folge dessen ^iv) und 5(*'i) ^^ —%{v) und — (^(v,) 
tibergehen, und wird dann v mit s, v, mit Sj vertauscht, so unter- 
scheiden sich diese Formeln von den aus den Gleichungen (A') sich 
ergebenden Ausdrücken fiir dx\ dy' und ds nur dadurch, dass die 
beiden Ausdrücke ttir ds' entgegengesetzte Vorzeichen haben. Hier- 
aus folgt , da dx' und dy' unverändert geblieben sind, während ds' in 
—d^s'l übergegangen ist, dass die Ebene =^ — ra' (im analytischen 
Sinne) eine Symmetrie -Ebene der Fläche ist. Mit anderen "Worten, 
es folgt aus der vorhergehenden Entwiekelung , dass, wenn x = «„, 
y = y„, « = Ä'o ein Pu3\kt der Fläche ist, auch der Punkt x^ = x„, 
Vi^ yo) ^1= — 2ra'— Ä„ im analytischen Sinne der Fläche angehört. 
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Nun ist nach dem Obigen aucli x = x„ J/ ^ »/,, ^ = ^,+ 4(o'= 2cj' — ^„ 
ein Punkt der Fläche, also ist auch die Ebene « '^ w' im analytischen 
Sinne eine Symmetrie-Ebene der Fläche. Es wird sich bald Grelegen- 
heit bieten, von dieser Eigenschaft der Fläche Anwendung zu machen, 
auch wii"d sieh später eine Bedeutung dieser Eigenschaft für eine reelle 
Fläche ergeben, welche aus der betrachteten durch Biegung entsteht. 
Inzwischen wird es keinem Bedenken unterliegen, auch für die 
imaginären Gebilde , welche im analytischen Sinne zu der diirch die 
G-leichungen (A'), (B), (C) dargestellten Fläche gehören, die Sprache 
der Geometrie beizubehalten. 



Es bleiben nun noch 7ai nntersiichcn die Wertbepaare 



a II 

Für Integrationswege von s und s^ , welche in diesen Punkte- 
paaren endigen, können x und t/ nicht gleichzeitig gleich NuU werden. 
Es genügt, diese Behauptung für eins dieser Werthepaare als i'ichtig 
zu erweisen, weil dieselbe dann auch für das conjngirte Werthepaar 
gilt und durch die oben benutzten Substitutionen 
1_ _ _1 

auf die beiden andern Werthepaare übertragen werden kann. 

Für s = ai, s, = —ai ergeben sich für die Coordinaten die ztt- 
sammengehörigen Aenderungen ^(2) und ^(9) (s. oben S. 55 u. 57). 
Oder es sind bei beliebigem Integrationswege die Werthe der Coor- 
dinaten 

X = 4m^co + 4:n^ia'+2ptxi + 2qa + 2r(i}'—'ya + y'w , 
y = A.m^m-\-4n,ca'+'ipca + 'iqsa'+%'G)—yc}'—Y(o, 

worin y und y' nur die "Wcrtbe -!-l oder —1 haben können. 
Damit a; = sei, ist erforderlich 

r = 0, w, = 0, 2(i)-f-9)-j'-f-/=0 (mod. 4). 
Damit y = sei, ist erforderlich 

p ^ 0, H(, = U, -Ig-y-y :- (mod. 4}, 
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Die Congruenzcji. 

2q—'y + y'= (mod. 4) 

2q — y~y' = {mod. 4J 
sind jedoch nickt vevträglicli mit einander, weil 2j'' nicht eongment 
(mod, 4) ist. 

Es sind also alle Werthepaai'o von s mid Sj, für -vvelclic x imd y 
gleichzeitig den Werth Null erlangen, die vier reellen 



a ( ' 

und alle Werthe , welche s annehmen kann, wenn sowohl x als auch 
y den Wertli Null hat, sind enthalten in den beiden Reihen 
4^n to + 4w ß)', 
ära'+4mö + 4)ira', 
in welchen m und n beliebige positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten. Andererseits kann aber auch die Coordinate e unter den 
angegebenen Bedingungen jeden dieser "Werthe wirklich annehmen. 
Die erste Reihe entspricht den beiden Werthepaaren 

s = —a, s, = —a und s ^ H , s, = +— . 

Durch jeden so bestimmten Punkt geht nur ein einziges EJäclieneleraent, 
dessen Tangentialebene in diesem Punkte der Ebene x-\-y -^z = 
parallel ist. Alle diese Elächenelemente sind einander eongTuent und 
befinden sieh in paralleler Lage. 

Die zweite Reihe entspricht den beiden Wertliepaaren 

s = ~— s ~ ^— imd. s = a s ^ a 
a ' ' a ' 1 ' 

Durch jeden ao bestimmten Punkt geht ebenfalls nur ein einziges 
Elächenelement , dessen Tangentialebene in diesem Punkte der Ebene 
x + p~s = parallel ist. Auch diese Flächenelemente sind einander 
congruent und befinden sich in paralleler Lage ; dieselben sind auch 
den vorher erwähnten Flächenelementen congruent, befinden sich aber 
gegen dieselben in symmetrischer Lage. 

Hieraus folgt, dass die vorgelegte Fläche in Beziehung auf die 
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einzelnen Coordinateii die Grössen 2(o und 2co' nicht zu Perioden be- 
sitzt, dass daher eine Gleicbuag derselben, welche durch solche ellip- 
tische Functionen der Coordinaten rational ausgedrückt ist , deren 
Fuiidamentalpenoden äro und 2o>' sind, nothwendigerweise ausser der 
vorgelegten Fläche noch deren Verschiebungen um 2« , 2(o', 2ta + 2ra' 
in der Richtung jeder der drei Coordinatenaxeu darstellen mtiss. 
Aus der Grleichung der Fläche 

können noch folgende Schlüsse gezogen werden. Die G-rösse i^(^) ist 
eine algebraische, mithin stetige Function von ii{x) und !/'{«/) mit 
Ausnahme der Werthepaare , für welche dieselbe unter unbestimmter 
Form erscheint; i'(x) und ■$(}/} sind eindeiitige stetige Functionen 
von X und y, mit Ausnahme der Werthe x ^ os, y = od, also ist 
^(«) eine stetige Function von x und y; ^ ist eine stetige Function 
von ^(s). Hiermit ist der Hatz bewiesen: Mit Ausnahme der 
"Werthe, für welche:? unbestimmt o der unendlich ist, ist 
eiue stetige Function der en dlichen Argumente x 
und y. 

Es mögen jetzt alle diejenigen Werthe von ^ aufgesucht werden, 
welche zu einem Werthepaare x = x^, y =^ y^ gehören , das dem 
"Werthepaare a: ^ 0, «/ = benachbart ist, für welches also x^ und 
y„ gewisse Grenzen nicht überschreiten. Mit andern "Worten , es 
werden die Coordinaten sämmtlicher reeller und imaginärer Durch- 
schnittspunkte aufgesucht, in welchen eine der Z-As.e, parallele Ge- 
rade die Fläche schneidet, unter der Voraussetzung jedoch, dass diese 
Gerade der Z-Axe sehr nahe liegt. Da die Grosse e eine stetige 
Function von x und y ist, und das Werthepaar a; = 0, «/ = nicht 
zu den ausgenommenen gehört, so sind die gesuchten "Werthe von 
nur sehr wenig verschieden von denen, welche sich für x = 0, y = 
ergeben haben. Da durch jeden Durchschnittspunkt der Z-Axe mit 
der Fläche nur ein einziges einfaches Element der Fläche hindurch- 
geht, so entspricht jedem Durchschuittspnnkte der Z-Axe mit der 
Fläche auch nur ein benachbarter Durchachnittapunkt der ihr pa- 
rallelen Geraden mit der Fläche. 

Ist nun s ^ s die dritte Coordiuate des Durchschmttspi.mktes 
der Geraden x = x„, y ^ y,, mit dem durch den Punkt x = 0, 
y ^ , s :=. O gehenden Flächenelement , — bis auf Grössen dritter 
Ordnung ist s^ = —(x^+ya)' ~~ so gehört wegen der Symmetrie der 

5* 
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Mäche in Bezug auf die Ebene « = w' (siehe S. 65) auch der Punkt 
X = Xg, y ^ y^, /s = 'iiio'—3^ zn diesen Durchsclmittspiinkten , und 
zwar ist derselbe der Durclisebnittspnnkt der (reraden mit dem durch 
den Punkt x = d, y ^ 0, e ^ 2ra' gehenden Flächenelement. 

Es sind daher die dritten Coordinaten aller Durchschnitts- 
punkte der Geraden x ^= x^, y =^ y„ mit der Fläche dargestellt durch 
die beiden Reihen von "Werthen 

s = «„+4)M 10 + 4^0', 

s = 2(ö'— Ä^j,+ 4m<t> + 4Mio', 
in welchen den Grössen m und n aUe Systeme ganzzahliger positiver 
und negativer Werthe einschliesslich der Null beizulegen sind. 

Diese Behauptung ist zwar zunächst nur fiir alle diejenigen 
Werthe von x„ und y^ bewiesen, deren absoluter Betrag gewisse 
Grenzen nicht überschreitet, indessen erstreckt sich die Gültigkeit 
derselben auf alle Werthe von x^ und y„, für welche ^ überhaupt be- 
stimmte Werthe hat. 

Die zweifach unendlich vielen Wiirzeln sind nun durch eme ana- 
lytische Gleichung zusammenzufassen, d. h. es handelt sich darum, 
eine analytische Gleichung iKir s aufzustellen , deren sammtlichc 
Wui'zeln einfache sind und durch die beiden Formeln 

s^-\- 4mna ■\- 4n to' 
und 

2m'— .äro+4m(a +4«(a' 

dargestellt werden, wenn s ^= s^ eine Wurzel der Gleichung ist und 
m und n alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliess- 
lich der Null beigelegt werden. 

Die elliptischen Functionen )^(m), welche durch die Differential- 
gleichung ij>'{uf = 1— 14j/»(w)°-|-)/»(w)* definirt werden, haben die Fun- 
damentalperioden 2(0 und 2(o'. Die aus denselben durch Vertauschung 
von u mit Jm hervorgehenden elliptischen Functionen t/'(^m) ^ ^(m) 
haben also die Fundamentalperioden Aa und 4(a'. 

Es ist ^i'{iCf = {[X — \.4^^{iif+(fi{tiy) und u ein Werth des 

T(»),r'(«) dt 



•!■{ 

I"ür das lategral / — p=:^^=^==^ ergibt sicli folgende kleine Ta- 

J \/i(l-14i-+i') 
belle (vgl. S. 40) 
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Die Wahl der unteren Grenze in dem Integrale u kann nun so ge- 
troifen werden, dass die Grleichnng (p{u) = 9("o) ^^^ Wurzeln hat 

u = Sß}'— M„+4mc» + 4)i(a', 

und zwar ist dieses der Tall für ^{O) ^ 1, q:i'(0) = \/3!. Wird 
nämlich der Integrationsweg vom Ponkte 



um den Punkt i = a' herum in den Punkt t ^ 1 

wobei die Qnadratwnrzel in — \/3* übergeht, so hat das Integral 

/ denWerthSco'. Für eine bestimmte obere Grrenze ist daher, 

wenn ein Werth des Integrales m„ ist, auch 2<n'~u„ ein Integral- 
werth; es besteht daher für die Function <p die Gleichung 

rmd die Gleichung <p{u) = <p(uj hat in der That die angegebenen 
Wurzeln, von denen jede eine einfache Wui'zel der Gleichung ist. 
Piir die so bestimmte Function (p{ii) gilt nun folgende Tabelle 

/•?■(«) dl. 



(p{<a-c3') = t», 



:<p{<.'+U). 



?>(»') 


_ 2-v/B, 


?>(-«>') 


- 2 + V'3, 


vi-») 


_ 1 


y(2o) 


= -1, 


(p(;.ta + ti 


.) - -9J(»), 


^(2.^„ 


)--^- 



In diesen Gleichungen, deren Herleitung aus dem Integralaua- 
dmcke flir u mit keiner Schwierigkeit verbunden ist, bedeutet o" 
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die Summe ro + o', während co und a' die auf S. 40 erklärte ] 
tiiiig haben. 



Die oben (S, 52) gefundene Grleichnng der vorgelegten Flache 
hatte die Torm 

wovi.)i F eine ganze rationale Function bedeutete und die elliptische 
Funetion »/' durch die Gleiohimgen 

bestimmt war. 

Nim besteht zwischen der Function ip und der Function ip die 
Gleichung 

■A(») = ,,(2« + «,■), 
es tritt daher 

F{<p{2x + m'), q){2y + (ü'),q){2^ + a')) = 
an die Stelle der früheren Gleichung der Fläche. 

Nach dem Additionstheorerae der elliptischen Functionen kann 
q)(2u+m') durch (p{ii) und ^'{u) rational ausgedrückt werden. Bei 
der Vertausehimg vonu mit 2(ö'— m wri'dQi(«) nicht geändert, während 
qi'{u) in — q)'{u) übergeht ; da mm bei dieser Vertauschung auch 
(p{2u + (o') seinen Werth nicht ändert, seist (p{2u + <a') rational durch 
(p{u) ausdrückbar und es tritt daher an die Stelle der Gleichung 
F = eine Gleichung von der Form 

J'.{9'W,9>(!/)>'P(«)) = 0, 
worin F, eine ganze rationale Function ihrer Argumente ist. Der 
unzerlegbare, in Bezug airf ip(ie), (pip) und q>{s) rationale Factor 
dieser Gleichiuig , welcher, für sich gleich Null gesetzt, die vorgelegte 
Fläche darstellt, möge bezeichnet werden mit 

({fW,9(9),9«) = 0- 

Wenn diese Gleichung wirklich nur die vorgelegte Fläche dar- 
stellt , d. h. den Inbegriff aller der Flächenelemente , welche durch 
simultane analytische Fortsetzungen aus einem einzigen entspringen, — 
und die Auffindung emer solchen Gleichung der Fläche ist das End- 
ziel dieser Untersuchung — so muss dieselbe folgende Eigenschaften 
haben. 

1. Diese Gleichung kann <p(x), fp{y) und ^{s) einzeln nicht in 
höherem Grade enthalten , als in dem ersten. Andernfalls würden 
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sich, wenna; = a:^, ^ = Va gesetzt wird, iüvip(s) mehr als einWerth, 
also für s mehr als Kwci in Bezug auf 4e) und 4i»' nicht congruente 
Wurzehi ergehen , mid dies steht mit der Voraussetzung im Wider- 
spruch. 

2. Die Fläche ändert sich iiieht, wenn von den drei Coordinaten 
x^ y, s irgend zwei mit einander vertaiiacbt werden, also ist ihre 
Grleiohung symmetrisch in Bezug aiif (p{x), (p[y), <p(^)- 

Ans diesen heideu G-rihiden muas die G-leichung der Fläche die 
Grestalt haben 

i(<p(x), <p(y),ipi^)) = 

+ D^(x)<pii/)cp{^) = 0. 

Die Verhältnisse der Constanten A, B , C , D werden durch fol- 
gende Bedingixngen bestinunt. 

1. Der Punkt a; = 0, ?/ = 0, ^ = ist ein Punkt der Fläche. 

2. Der Abstand eines dem Punkte x=^ 0,^^0,^ = be- 
nachbarten Punktes von der Tangentialebene der Fläche in diesem 
Punkte, deren Gleichung a:+ ;/ -f^s = ist , ist eine kleine Grosse 
dritter Ordnung. 

3. Der Punkt x = ey , j/=ci,Ä=~öist ein Punkt der 
Fläche. 

In der Entwickelung von f nach Potenzen von x, p, m muss also 
das von x, y , n unabhängige Glied den Werth Null haben und die 
Glieder zweiter Ordnung müssen , wenn x-\-y-{-z = gesetzt wird, 
verschwinden. 

Es ist ^(0) = 1; ^'(0) = V'Si; rp"{Q) = -3. Die Entwicke- 
lung von f beginnt mit folgenden Gliedern 
f := ^ + 35 + 3C + i? 

-l{B^-^C + I)){x'^-f+s')^%{C + I)}iy^-\-BX-\-xyy) 

+ Glieder dritter imd höherer Ordnung. 
Dies ergibt die Gleichungen 
1.) ^ + 3i? + 3C-M} = 0, 
2,) {B^2G+I)){äf^^f+{x^yy)^--2{G + rJ){xij-(x + yf) =0. 

Die Gleichung 2.) lässt sich in die Form 
2{-B+C){x'+xy + f) = 
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setzen; es ist mitliin C ^ —S nnd in Folge der Gleichung 1,) 
JD = -A. 

Der Pniitt x = m, y = a, s ^= ~\a soll ein Punkt der Flaclie 
sein; es iat 95(03) = ^, tp{—a) = —i; dies ergibt die Gfleiclimig 

3.) A + Bi + C+_J)i = 0, 

oder Ä + Bi—B-Ai = (l-i){A~B) = 0, 

hiernaeii ist also B = A zw setzen. Wird A = 1 gesetzt, so ergibt 
sicli unter den angegebenen Voraussetzungen die Grleichting 

+ (p(x)<piy)]-<p{x)rp(y)tp(ii) = 0. 

Hiermit ist jedoch noch keineswegs bewiesen, dass diese Grleiehung 
wirklich die vorgelegte Fläche darstellt. Aus den angestellten Be- 
trachtungen geht auch nicht hervor , dass diese Grleiehung eine Mini- 
nialfläohe darstellt. Denn bei der Herleitung wurde die Voraussetzung 
gemacht, dass jener unzerlegbare in Bezug auf ^(x) , <p(y) und ^(s) 
rationale Factor, welcher die Fläche darstellt, nur diese Fläche und 
jeden einfachen Punkt derselben um- einmal darstelle. 

Die Sichtigkeit dieser Voraussetzung muss aber erst bewiesen 
werden. Dies ist die Aufgabe der folgenden Untersuchung. 

Es ist mit Strenge erwiesen, dass zwischen (p(x), (piy), g>(e) eine 
algebraische Grleiehung bestehen muss, welche für alle Punkte der 
Fläche befriedigt wird. Es ist jetzt zu untersuchen, welche Eigen- 
schaften die Grösse ip(s:) als Function von <p{x) und ip{y) besitzt, 

Es sei a; s= a;„, «/ ^ */„, «> ^ ^0 ein Punkt der Fläche. Es werde 
^(ß^) = Ai 'PiV«) '^ So> ^(^o) = *'o gesetzt. Aus dem durch diesen 
Punkt gehenden Eläohenelemente können andere hergeleitet werden, 
für welche wieder ^ ^= ^0 y ^ Pa ^^^' ^^^ ^ einen der "Werthe 

2ii+4mo + 4:n<o' 
oder 

2a)'—s„+4}n(i} -f4)iß)' 

annhnmt; tur alle diese Punkte hat ^(s) den Wertli i\. Wenn aber 
<p{s) als Function von ^{x} und (p{y) betrachtet werden soll, so sind 
nicht bloss die analytischen Fortsetzungen ins Auge zu fassen, bei 
denen x wieder m x^, p wieder in »/, zurückkehrt , sondern alle die- 
jenigen, bei denen <p{x) in ip(x^) und (p{y) in (pip^) zurückkehrt, und 
es ist zu untersuchen, welche Werthe rp{0) hierbei erhält. 
Die Werthe von ja für 
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X = 31;,+ 4tM, ej + 4«, lä 
y = y^+Am^a + ^n^ei' 

sind wegen der Periodieitat der Fläche dieselben wie füi' 

y = vi; fpi^) hat also fiü" alle diese Punkte den "Werth r„. 

Es ist nun zu untersuchen, ob für die Werthsysteme 



y = »ü \ y = 2m'—«/, I y = ära'— j/„ 

die Coordinate s auch noch dieselben Werthe erhält. 

Wie früher (S. 65) gezeigt wurde, ist die Ebene & = w' eine 
Symmetrie-Ebene der Fläche, und, da bei cyclischer Vertauschung von 
X, y, s die Pläche sich uicht ändert, so sind auch x = la' und y = o}' 
Symmetrie - Ebenen derselben. Hieraus folgt aber, dass die Coordi- 
nate e auch für die obigen Werthsysteme von x und y nur aolehe 
Wei-the annehmen kann, welche in den beiden Reihen 

s ^== s^+Ama -|-4w(i)' 

S ^ 2c3'-~z^+4mco + 4:nta' 

enthalten sind. Es ist demnach für alle Wertlie von x und y . für 
welche rp(x) = i)„, ^(s') = q^ ist, ip{s) = r„. 

Also ist q)(0) = r eine eindeutige Function von (p{x) ^^ p 
und q)(y) = q und, da 91(2) eine algebraische Fiiuction dieser Grössen 
ist, so ist r eine rationale Function von p undg- Derselbe Schluss 
lässt sich für p und q machen luid es ist daher jener unzerlegbare 
Factor i(p,q,r) = in Bezug auf jede dieser drei Grössen vom 
ersten Grade. Alle oben gemachten Schlüsse sind daher berechtigt. 

Die gefundene Gleichung 

l+(,ipx + )py + [ps)—(fpy^s + q>0{px + <pxrpp)—^x(py(ps == 0, 

in welcher die elliptische Function ip durch die Differentialgleichung 
p'(iiy = ^(l—14:<p(uy+ <f{u)*) und die Anfangsbedingungen g)(0) = 1, 
gj'(0) =s \/3'* bestimmt ist, ist also in der That er 
Gleichung der vorgelegten Fläche. 



Für den nachfolgeiiden Theil der Untersuchung, dessen Aufgabe 
in der Hauptsache nur noch darin bestehen kann, die Richtigkeit der 
ausgesprochenen Behauptung im Einzelnen o posteriori darzuthun , ist 
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es nützlich, statt der elliptischen Tunction tp eine andere A einzn- 
iiihren, durch deren Einfährimg überdies die Gleichung der iFläche 
noch etwas vereinfacht wird. 

Dies geschieht dnrch die Substitution 

1 = 1. 1±-^ = \fA 



durch welche das Integral 

i/ttt: 






^+fr+| 



mit der Bedingiing, dass bei der Integration der Endwerth von 

positiv sein nmss, übergeht. Diese Umformung gewährt zugleich 
den Vorfcheil, dass für alle reellen Werthe von u die Grrösse A stets 
auch reell ist. 

Es gelten die Formeln 



und für die Eunction X{u) ergibt sich folgende Tabelle (vergl. die 
Tabelle für ff{u) auf S. 69) 

A(M+4ro) = A(M), l{u+Aa') = k{u), l{iin'-u) = l{u), l{e}' -n) = l{m+u), 



i(0) 


= ", 


X(„] 


= 1, 


J(~io) 


= -1, 


A(ro + ö3' 


= -i, 


A(o— ü' 


— i, 


*(«"+») 


-1 



l(-u) - 
A(2a)) 
J(2<ii + ») = 
2(2»-») = 



Eür die Umgebungen der Werthe 1 - 
Entwickeltingen 



fSi, 
-\/3i, 
-A(»), 

0, 
-1 

1 
j{»)- 

= ü gelten die 



y Google 



Bestimmung einer specielleii Miiiimalääche. 75 

" ^ \/3' -^ Q\!S ' ^' 

Wird k(x) mit A, A(j/) mit ji , ^{e) mit v bezeichnet, ao gelten 
in Bezug auf A, ji, v dieselben SoMüsse, wie auf S. 72 und 73 für 
p, q, r. Es gibt also eine Gleichung der Fläche, welche die Grössen 
l, fi, V rational enthält , in Bezug auf jede einzelne derselben vom 
ersten Grade ist und die Form bat 

Die Bestimmung der Verhältnisse der Coeffioienten in dieser 
neuen Gleichung kann entweder durch Umformung der früher gefun- 
denen Gleichung der Fläche oder auf folgende Weise direct ausge- 
führt werden. 

Wenn x ^ x^t >/ ^ i/o, si = g„ ein Punkt der Fläche ist, so Ist 
auch X = —x„, y = —p^, b = — ^„ ein solcher. Es muss also die 
Gleichung der Fläche F == in sich zurückkehren , wenn A , « , v 
gleichzeitig durch — A, — ^, —v ersetzt werden. 

Die Gleichung F = hat also entweder die Form 

^jH-CiCftr-f vA + A/t) = oder 'BlX + ^-^v)^JiJ.\iv ^ 0. 

Die Entscheidung darüber, in welcher dieser beiden Formen die 
Gleichung der Fläche zu suchen sei, ergibt die Bedingung, dass der 
Punkt X = 0, tj = 0, s = GJn einfacher Punkt der Fläche ist, in 
welchem dieselbe die Tangentialebene x + y +s = besitzt , eine 
Eigenschaft, welche nur den durch die erste dieser beiden Formen 
dargestellten Flächen zukommt. 

Der Werth des Verhältnisses Ä^: C, ist bestimmt durch die Be- 
dingung, dass der Punkt x := e>, y = ei , ^f = — gi ein Punkt der 
Fläche ist. Da X{m) = 1, A(-k.) = —1 ist, ergibt sich G,= A,. 
Wird nun Ä^^ 1 gesetzt, so folgt 

Die Gleichung der vorgelegten Minimalflächc ist 
also in ihrer einfachsten Gestalt 

fiv -\- v2. -{- i-n -\- 1 = , 

und zwar bedeuten die drei Grössen A, u, v dieselben 
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elliptischen Fiiiiotionen der di'ei rechtwinkligen Coor- 
dinaten y:, »/, 3, mit welchen sie durch die Grleiehungen 

— r" <^i __ /"" ät __ r°° dt 

verlsniiden sind. Die Integrationen sind hierbei so aus- 
zuführen, dass der Endwerth von 

positiv wird, im Uebrigen eine jede auf belic"bigem 
Wege. 

Die Coordinaten x , y , s haben hier dieselbe Bedeutung in Be- 
ziehung auf die Tläche, wie in den Gleichungen (C) (S. 45) und (D) 
(S. 50), jedoch nicht dieselbe Bedeutung, welche den Grössen x, y, ^ 
in den Gleichungen (A) (S. 32) beizulegen ist. 

Es ist auch zu. bemerken, dass reellen "VVerthen von x, y, s stets 
wieder reelle Werthe von A, ^, v entsprechen, '^) 

("Wenn l, (i, v als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes ge- 
deutet werden, so stellt die Gleichung I'(A, ^, v) = ein einschaliges 
Eotationshyperboloid dar, dessen Eotationsaxe die Gerade A = fi = » 
ist und auf dessen Asymptotenkegel die Coordinatenaxen liegen.) 



Es ist nun der NacJiwcis zu führen 

erstens, dass die durch die Gleichung F{A, [i, v) ^^ definirte 
Fläche der partiellen Differentialgleichung der Minimalflächen wirklich 
genügt, und zweitens, dass diese Fläche alle diejenigen geraden 
Linien enthalt, welche auf der durch die Gleichungen (C) und (D) 
deflnirten Minimalfläche liegen. 

Um zu zeigen, dass die Fläche F(A, (i,v) = in der That der 
partiellen Differentialgleichung der Mmimalflächen genügt, scheint es 
zweckmässig zu sein, um weitläufigere Rechnungen zu vermeiden, die 
letztere in der Form 

Pi Pa ox ay 

zu wählen, wo pj und p^ die Hauptkriimniungsradien in einem Punkte 
der Fläche, X und Y die Ausdrücke 
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bedeuten, wenn mit p und q die ])artiellen Ableitungen 

' dx ^ dy 

für diesen Punkt der Mäcbe bezeicbnet werden. 

Zur Vereinfaclimig der Recbnung möge für die gegenwärtige 

Untersucbung statt A, u,, v — ^, -^, -^ und statt x, y, e 2x,, 2i/,, 2s, 

gesetzt werden. 

Dann ist die Grlcichung der Mäche ftji',+ i'jli+ A,ftj-1- 3 = U, und 
es ist 

/"" dl. 



Idx,. 



Wenn nun die Marke 1 wieder weggelassen wird, so ist 

Hieraus ergibt sick dureli partielle Differentiation in Bezug auf 
X und «/ 






a». (j + rt- ■ 




, öe 3-»' 


d0 S—ii^ l' 




a« 3^1' 
ä aj (1 + rt' 


P 


(3- 


-f'j-l' 


Vp'+«'+i v'(3-c")'i' 


■+(3- 


-i")>"+(l + rtV 


1 _ (3-J-)c' 






V))"+ 5'+l \jM 
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"Werden für A", ji", v'^ ihre dnrcli A imd n ausgedrückten Wertlie 
gesetzt, so ergibt sich 

M = 243+lä6(r+(i') + 288A(t+27(r+ft')+108A>=+96(;i> + V) + 
Nun ist 

Der im Zähler stehende Ausdruck hat den Werth 



+ 288 ;i> + 576 V- 864 (i= 
-288^"— 96^(4 + 96 ;iV'+ 988 V 
+ 96 ;i> - 64 Ay - 32 A>' 
+ 32AV'-32A>' 
= 32(3-r)(3-A^)[(3 + r)(3 + ft^)+4;..(](A-(t). 
Also ist 
ÖX _ ^Q (3-A'](3-p')(3-Ai.)[(3 + A ^)(3+.^') + 4;,^] 

Durch Vertauschung von l mit fj. wird liieraus der Wei'tli 
irigen Grleichung gebt dann in - 
.en Werth über und es ist daher 

■ = 

für alle Punkte der vorgelegten Pläche befriediget. 

Es besitzt also in der That die durch die Gleichung F(l, jt, v) =. 
dai'gest eilte Mäche die charakteristische Eigenschaft der Minimal- 
flächen, dass ihre mittlere Krümmung überall gleich Null ist. 



äie 


rechte in 


ihren 


entgegen gesetzt« 


die 


Gleichung 




dX 


ßY 








öx + a, 



Es ist nun zu zeigen , dass auf der Fläche F ^ auch gerade 
Linien liegen. 

Wird » = gesetzt, also v = co, so muss (1 + 1 = sein. 
Für X(x) werde — A( — x) gesetzt, so ergibt sieh die Gleichung 

>■{¥) = !(-»). 
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Sämmtliche Werthe von y, welclie dieye G-leiclmng befriedigen, sind 
enthalten in den "beiden Forraeln 

y ~ ^x+4ma-\-A.no}', 
y = 2(i)'+ a: + 4!»iy +4wijj'; 

in "Worten: Die -Ebene ^ =: selmeidet die Fläche F = in den 
beiden Schaaren von Parallellinien, welche durch die Grleichungen 

Ä ^ 0, x-\-y = 4mei+4aia', 

s ^ 0, y^x = 2o)'+4Hicti +4wGj' 

gegeben werden. 

Im vorliegenden Falle ist nur die erste dieser Schaarcn reell und 
zwar, wenn n den "Werth Null hat. 

Statt dnreh die Ebene ^^ = konnte auch i.Uxrch die Ebene 
s == 4mw4-2nüj' geschnitten vf erden. 

Solcher Greraden liegen di'ei dnrch den Punkt x = Q, y ^=0, « = 
gehende in der Tangentialebene der Fläche in diesem Punkte. 

Wird Ä = ± 2(0 , also » ^ gesetzt , so ergibt sieh aus der 
Grleichung der Fläche 

A,+i_ü, ;.(,,) = f:|. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind enthalten in den beiden 
Formeln 

y ^= 2a) +2; + 4mta +4küj', 

y = 2w + 2ft)'--a; + 4MJ(o + 4!to)'. 

Denselben entspricht ebenfalls eine Sehaar von Parallelen, 
Wird ^^ = — ra, also v = — 1 gesetzt, so besteht zwischen A 
und fi die Gleichung 

-(;. + ^) + ;i^+l ^ 0. 

Diese Gleichung lässt sich in zwei Factoreu (il — l)(ft— 1) =^ 
zerlegen, wird also identisch durch ;i ^ 1 und durch jt = 1 befriedigt, 
d. h. durch die Systeme 

X = ia + 4mM + 4jiß)', 

X = 2m'— (a + 4müj + 4ura', 
und durch 

y = (0 4-4mw +4"o', 

y = 2«' — o + 4»H(i3 + 4)!rj'. 
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30 Bestimmung 

Die Ebene s = — ra S( 
von parallelen Ueraden 



r specieileii Minimalfläche. 



I schneidet alao dieFläclie in zwei Systemen 
von denen das eine der F-Axe, das andere 
der Z-Axe parallel ist. 

Eine analoge Eigenschaft liat die Fläche in Bezug anf die Ebene 



Wird X ^ m, y = ~(o, also X = 1, [i ^ —1 gesetzt, so wird 
die Grleichung der Fläche für jeden "Werth von v, also auch für jeden 
"Werth von z befriedigt. Die Fläche enthält also die der .^-Axe pa- 
rallele Gerade 3; = m, j/ = — oj. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen , dasa die Fläche in Beztig auf 
den Punkt x = (a, y = dj. (i = — to die auf S. 17 u. 48 naher ange- 
gebene Symmetrie besitzt. 

Es raijge gesetzt werden 







X 


= 


ß> + ic', 


4/ = W + i/'. 


2 


— -«> + 


so 


ergibt 


sioli V 


en 


löge der (rleichungen 












i 


O + iC') 


-1 

>.(x'-a) 




+1 
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(»-«■)' 
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« + !/■) 


-1 




+1 




" Mi/'-'») ~ 
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"-'/)' 






X 


- 


» + /) 


-1 

J(co+«') 




+1 




r 


-«,-,■)• 



dass die Gleichung Y(l, ji.v) ^^ in sich selbst zurückkehrt, wenn 
statt 



gesetzt wird 
oder 






Durch diese Eigenschaften wird aber die Symmetrie der Fläche 
Beziehung aiif den Punkt x' = 0, */' ^ 0, / ^ charakterisirt, 



Es entsteht nun die Frage , ob die vorgelegte Fläche singidäre 
Punkte besitzt, 
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Eesti 


mmimg ei 


Der speciclle 


:n Miniraalfläclie. 


Die J^ediBgn 


ngoii 


für dieselben sir 


,a 




F = 


0, 


SS 
dr, ~ 


0, ^^- 


- 0, 


SS 


-vl + lii-\-l -- 


= 0, 


((•+•■: 


)1'=0, 


(, + ).) 


/_( 



- 0; 

OX üjl OS 

oder 

(X + i,)v-= 0. 

Für (fi + f) =0 ergibt sich aus F = entweder ;i = co, oder 
ftf +1 == 0. Den Wurzeln der G-leiohiuigen jt + i' ^ 0, fiv +1 ^ 0, 
jt = ±1, 1' ^ q:l entspricht kein sin gvilär er Punkt der Fläche, weil 

•. — und ^; — tur diese Werthe nicht zugleich den Werth Null er- 
dy ds ° 

langen können. Auch der Annahme (i + v ^ , A=^oo entspricht 

kein singulärer Punkt der fläche, wie sicli ergibt, wenn die Gleichung 

der Fläche in die Form 

gesetzt wird. 

Wenn daher die Fläche singulare Punkte besitzt, so können die- 
selben nur hervorgehen ans dem gleichzeitigen Bestehen der Grleichungen 
A'= 0, «'-. 0, !/■= 0. 



Die Wurzeln der Grleichung K' - 


= sind A ■■ 


l/3 ' 


;\/3. 


Werden 


diese Werthe in 


die Gleichung 


der Mäche 


eingesetzt, sc 


1 ergeben sicli 


die Gleichungen 














^W'"^ 


v) + nv + l 


= 0, 








±i\/3fr + 


v) + ^v+l 


= 0, 






von denen die erste diu'ch die 


WertLepaar 


e 






"-^w 


" *fi 


und ft = 


+ i\/S, - = 


= +' 


V'3, 


die zweite durch die Werthepaare 








1' = +:^ 


, . = ±i\/5 


nnd f = 


±i\/3, V -■ 


_ q: 


-^ 



V'3 
befriedigt wird. 

Andere Verbindungen von Werthen, für welche 
&F_ aF öF_ 
dx ' dl/ ' ÖS 
gleichzeitig verschwinden, genügen der Gleichung der Fläche i 

SoliiTatz, GesammBjte Abliindiuugeu. i. 6 
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Die Wertlisysteme 

l = ±-^, +^ +i\/3, +^3, 

sind also die einzigen , welchen singulare Punkte der Flaelie F := 
entspreehen. Für diese Punkte , von denen ü"brigens keiner reell ist, 
ergibt sicli 

Grelegentlicli mag Morliei crwälnit werden, dass auch die Fläche 
zweiten Grades 

der partiellen Differentialgleichnng der Minimalfläehen (im auftlyti- 
selien Sinne) genügt. '^) 

Es wurde bemerkt, dass aus den Grleichnngen , welche die ellip- 
tischen Functionen ip(x), ipiy), i>i^), deren Fnndamentalperioden 2(o 
und 2«' sind, als algebraische Functionen zweier variablen Parameter 
ausdrücken, durch Elimination eine Gleichung der Minimalilache 

erhalten werden könne. 

Wenn nun auch ein in Beaiehl^ng auf die Grössen V'(^)i tiv)) 
i> {s) unzerlegbarer Factor dieser Gleichung ins Auge gefasst wird, so 
stellt derselbe dennoch, wie bereits erwähnt wurde, ausser der vor- 
gelegten Fläche noch deren Verschiebungen um 2oj, 2(o', 2ra + 2c)' in 
der Richtung jeder der drei Coordinatenaxen , sowie auch die Ver- 
schiebungen dieser Verschiebungen dar. 

. Es entsteht nun die Frage , wie viele der hieraus zusammensetz- 
baren 4 ■ 4 ■ 4 = 64 parallelen Verschiebungen zu einer neuen Lage 
der Fläche führen , für welche dieselbe also nicht mit sieh selbst 
eoincidirt. 

Es gibt acht solcher Versehiebvmgen, welche durch folgendes nur 
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Verscliiebungen um reelle Strecken eiitkalteuclc Schema dargestellt 
werden können: 



X 


<J 


^ 


X 


y 


« 











2a) 


2a, 


2io 





äo 


2» 


2«) 








2o, 





2«, 





2(a 





2o 


äo 











2a, 



Ans diesen acht Verschiebungen, welche iu zwei Gruppen zu je vier 
und in vier Gruppen zu je zwei zerfallen, können alle anderen durch 
Hinzufügung solcher Verschiebungen , bei welchen die Fläche in sich 
selbst zurückkehrt, zusammengesetzt werden. 

Ist nun die Gleichung der ursprünglichen Fläche F {K, (i, v) =^ 0, 
80 sind die Gleichungen ihrer sieben Verschiebungen 



^0, 



f(a, ft, -— ) == 0. 



Diejenige Gleichung, welche ausdrückt, dass das Product der 
linken Seiten Üieser acht Gleichungen den Werth Null bat , stellt 
also die acht verschiedeneu Flächen ziigleich dar imd steht somit auf 
gleicher Stufe mit dem betrachteten Factor der Gleichung 

Das Product der acht Ausdrücke F ändert seinen Werth nicht, 

wenn A mit — - vertauscht vrfrd; dasselbe ist also rational aus- 

1 
drückbar durch A~— . Ebenso zeigt sich, dass jenes Product seinen 
l 1 

vertauscht wird ; dasselbe ist 

mithin auch durch 



"Werth nicht ändert, wenn X mit 



also auch durch A + - 



44-('4T- 



rational ausdrückbar. 
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Wird nun 

gesetzt , so ergibt sich, wenn die Gleichung F {!., fi, v) ^ in Bezug 
auf p, q, r rational gemacht wird : 

9{p,q,r) = [qr-i-rp+pqy—4pqr{2-> + q + r) — 12};iqr = 0. 

Zwischen den Coordinaten ic , y , e und den Grössen p , g, r be- 
stehen dann die G-leichungen 

di 



dt 



während i?icli 



' ^ J, v'4<(( + 3)(i + 4) ' 
v(x) -2v/5.1=5/5+*M 



erweist. 

(Die Gleichung $(p, q, r) = stellt, wenn j?, q, r als Parallcl- 
eoordinaten eines Punktes gedeutet werden, eine Fläche vierten 
Grades dar , für welche der Punkt p = 0, q = 0, r = ein drei- 
facher Punkt ist und die drei durch diesen Punkt gehenden Geraden 
2^0, r^O; r = 0,p = 0; p ^0,g^0 Doppelgerade sind. 
Diese Fläche ist daher ein specieller Fall derjenigen, welche unter 
dem Namen der Steiner'schen Hömerfiächc bekannt ist.) 



Der Zusammenhang zwischen den in der obigen Darstellung auf- 
tretenden und den Jacobi'schen elliptischen Functionen ist aus fol- 
gender Tabelle, in welcher a" die Grösse 2— yS bezeichnet, ersichtlich. 
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Der Uebergang zn der durch die Grleiclinng 

_ r'" ds _ /■" ds 

" ^•(«V'4{s-ej"(s-e,){s-i;) ~-(„v'4s^-^;7=-7= 

definirten elliptischen Function pti, welche Herr "Weierstrasa in 
seinen Vorlesungen über die Theorie der elliptischen runetionen zu 
Grunde legt, kann im vorliegenden Falle durch die Substitution 
§>u = J>{ii} + i vermittelt w^erden. ") Es ergibt sich dann 

Die Grössen 2« und 2«' sind zugleich für die Function ^m ein Paar 
Fundamentalperioden, aiich ist ^{a}) = e^, p(o>') = e,. 



Die Aufgabe, eine elliptische Function / (ti) zu bestimmen, von der 
Eigenschaft, dass alle Witraeln der Gleichung f(u) — f(u,) = Ü fiir 
jeden Werth von it, durch die beiden Reihen von "VVerthen 

u = u^+2ma + 2n<i)', 
u = t(a~u^-r2mai +2nG)', 

gegeben werden , wo den Grössen m und w alle ganzzaliligen Werthe 
beizulegen sind, hat die speeiellen Losungen 

/■.(») - «>»•.-«) imä Uu) = f-z^"^^. 
Für die Function pn gelten nämlich die Gleichungen 

folglich 

p(i«.-«) = (»(«-*".) = «"[j ».-(«.-«)], 

folglich 

' l|)M-p», ( lf>(«,-«)-p«, I 

Aus dieser Gleicliuug ergibt sieh, wenn die Zeicilenbcstimmnng 
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diirch Betrachtung des "Wertiies u = ^m„ oder mit Hülfe der für die 
Umgebung des Werthes m = geltenden Reihenentwickelung ausge- 
führt wird, dass 

f {Ui^—u} — f% fu — ptt^ ' 

Zwischen den beiden Functionen f,(ii,) und f^(u) besteht die 
Grieichuug 

^.(.)^f.(i..) + ^;iy, 
oder CS ist 

Wird in den voratehenden Grleieliungen statt m überall ^w und 
statt M, Gj' gesetzt, so ergibt sich, daas die Function f,{^u) dieselben 
Fundamentalperioden besitzt und genau ftir dieselben "Werthe von u 
unendlich gross und zwar unendlich gross erster Ordnung wird , wie 
die Function A(m). Hieraus folgt, dass 

!(«)= 0-f,(iu) + C, 

Aus den für die Umgehting des Werthes *( = geltenden, nach Po- 
tenzen von u fortschreitenden Eeiheuentwickeluugen 

i(„) = A.i_„A,. „ + ..., /-.(j«)» -± + l.„ + ... 

^ ' \J3 •' 6\/3 " ' 

folfft , dass C ^ r^ , C, = ist , iass also zwischen l (u) und 

;« (I u) die G-leic]mi]g besteht : 

j(„, ^ 1_ f'(i") 

2/3 f>{i«)-e/ 

Nim bestehen, wenn der Modul ]c durch die Grleichnng 

bestimmt wird , die Grleichungen 
■f 



*^' 



sin' am (Sje^ — e^- u) 
0( _ W"" cos am (\/e,-e,- it) ■ A am (V'e, — e,' u) 
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Hierai;s ergibt sich für A(m) der Ausdruck 



") 



Es folgen hier nocli die Werthe einiger Constanten. 

k^ l, k'=fi; t A = 4- ■ ^— -7^ = 0,017972383 ; 
■^ 1+ S/k' 

h = (q) = ö"' = c-^" = fA + 2(4^)= + -- = 0,017972387,''») 



-^^■K ^ IK ^ 0,84287f 
\/e,-e, 



Es Hegt mm nahe , ein räumliches Grc"bilde aufznsnehcn , für 
welches die beiden Eigenschaften, welche für die vorgelegte Minimal- 
iläche der reellen geometrischen Devitnng enthehren, — nämlich dass 
dieselbe durch eine Verschiebimg um 4»o)' in der Richtung einer der 
Coordinatenaxen mit sich selbst zur Deckung gelangt, sowie dass die- 
selbe in Bezug a\if die Ebenen s ^ + ia' sich selbst symmetiisch ist, 
eine reelle Bedetitiing erhalten. 

Hierzu wird auf das GloichungKsystem (C) (S. 45) zurückge- 
gangen. 

Die Ausdrücke für die drei Coordinaten ergeben reelle "Werthe, 
wenn das Gebiet von t und r, auf die ^Fläche eines mit dem Radius 
\/^ um den Nullpunkt beschriebenen Kreises beschränkt wird und den 
Grrössen t und r^ conjugirte Werthe, beigelegt werden. 

Die letztere Beschränkung ist keine nothwendige, vielmehr ge- 
hören alle diejenigen Punkte im analytischen Sinne zu der vorge- 
legten Fläche, welche sich für irgend ein "Werthepaar t, t, ergeben. 

Während bei der Annahme r = p + gi, t, = p~~g_i die Werthe 
der Coordinaten das Doppelte der reellen Theile der drei Integral- 
fmictionen darstellen, stimmen dieselben bei der Annahme % =: p-\-qi, 
T( = —p -\- qi mit den doppelten imaginären Theilen der drei Integral- 
functionen überein, wenn in beiden Tällen den Variablen p und q nur 
reelle Werthe beigelegt werden. 
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Bei der letateren Annahme haben also die drei Coordinaten jedes 
Punktes des auf diese Weise entstehenden Flächeuelementes rein 
imaginäre Werthe ; wird daher « = ä;,-*, ^ = t/j-i, s ^ e^-i gesetzt, 
so entspricht dem genannten Flächenelemente x , y , m, von welchem 
nur der Punkt cc^O,i/ = 0,s = reell ist, ein reelles Flächen- 
element x^, y,, ^,. 

Der Fläche nun, welche die analytische Fortsetzung dieses 
Flächenelemeiites ist, kommen die Eigenschaften zn, in Bezug auf die 
Ebene s, = q: (o'i sich seibat symmetrisch zu sein und durch eine 
Verschiebung um —■ia'i längs jeder der drei Coordinatenasen mit sich 
selbst ziu* Deckung zii gelangen. 

Es entsteht nun die Frage nach den anderweitigen Eigenschaften 
dieser Fläche. 

Zunächst ist zu bemerken, dass die analytische Gleichung dieser 
Fläche geftmden wird, indem in der Grleichung der Minimalfläche 

an die Stelle von x, y, s, x,i, y^i, ^^ gesetzt wird. 

Denn diese Grleichung wird identisch befriedigt durch die nach 
Potenzen von % und r, fortschreitenden Keihen, welche sich für x, J/, s 
aus dem Systeme der Gleichmigen (C) (S. 45) ergeben, unabhängig 
davon, welche Werthe t und x^ haben , wenn nur die Reiiien für die- 
selben eonvergirea. 

Das Bestehen dieser Gleichung für ein Flächenelement genügt 
aber zii dem Schlüsse, dass diese Gleichung auch flu' alle analyti- 
schen Fortsetzungen desselben gelte. 

Hieraus geht hervor, dass die betrachtete Fläche ebenfalls eine 
Minimalfläche ist. 

Ist nämlich Fi^x, y, z) =^ die Gleichung einer Minimalfläche, 
so ist, wenn c einen constanten Factor bedeutet, für die Fläche 
F{cx, cy, es) = die partieEe Differentialgleichung der Minimal- 
flächen befriedigt, und zwar identisch für joden Werth von c; die- 
selbe ist also auch für c = i erfüllt. 

Wird nun zu denjenigen Gleichungen zurückgegangen, welche die 
Coordinaten als Functionen von s und s, ausdrücken , siehe die For- 
meln (A) auf S. 32 [vergl. Monatsberichte 1866 S. 619] 
dx= a-s')dis)ds + {l^sl)^,(s,)ds,, 
dy = Hl+s')%is)ds-i(l + s\)%,{s,)äs,, 
ds =^ 2s%{s)äs 4- ^s,%,{s,)ds, , 
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SO ergibt sich , dass bei dem Uebergange von x , p , s m xj,, yj., s^i 
5i{Si) mit — t5i(Si) ^'^ vertanachen ist. 
Dies ergibt 

idx,= (l_s=)g(s)(?s- a~sl)%,is,)ds,, 
idy,= i{\+s'm(s)ds + i{l^s\)^,{s,)ds,, 
idsi, = 2s%{s)ä.'i - 2s^%,{^,)äs,. 

Diirch diese Formeln wird jedem Pnukte x^, j/„, ^j, der iirspriing- 
lichen MiuimaMäcbe , der einem bestimmten Werthepaare s , s^ ent- 
spricht, ein bestimmter Pinikt x,, y^, ^, der neuen Minimalfläehe zu- 
geordnet, der demselben Werthepaare s, s, entspricht. 

Ist X{x—x^)+ Y{y-y„) + Z{s-0^) = die Gleichung der Tan- 
gentialebene in einem Punkte x^, y^, n^ der ursprünglichen Fläche, 
ist also 

Xdx-\- Ydy + Zds = 0, 

so zeigen die obigen Gleichungen , dass auch 

Xdx,-VYdy,-\-Zdz, = 

ist, dass also die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten beider 
Flächen parallel sind. 

Das Quadrat der Länge des Linienelementcs 

dx^-\- dy^-\- ds' = iW 
hat den Werth 

df^ 4(l+ssJ'g(s)5,(s.)*?siis,; 

denselben Werth hat aiich das Quadrat der Länge des Linienelementes 
dl\ der neuen Minimalfläehe, Aus der Gleichung dl\ = dV ergibt 
sich aber, dass die neiie Minimalfläche eine Biegungsfläche der 
ursprünglichen ist. ^''} 

Die neue Minimalfläehe enthält endlich auch gerade Linien. Wird 
z. B, s ^ s, gesetzt, so ist g(s) = i5i(Si) '"id es ergibt sich äx^ = 0, 
d0,^ ; also liegt eine der y,- Axe parallele Gerade ganz auf der 
Fläche. — Diese Gerade ist eine Biegung derjenigen Curve , welche 
bei der ursprünglichen Fläche in der Symmetrie-Ebene x' ^ y' liegt. 
Ebenso liegen auf der neuen Fläche geradlinige Vierseite, welche 
zwei Symmetrie - Ebenen haben und zwar sind zwei ihrer Winkel 
rechte Winkel, während die beiden andern 60° 



y Google 



Bestimmung einer speclelleii Miiiimalflilclie. 91 

Den geradlinigen Strecken von s = bis s = ± a- s^= s ent- 
sprechen auch auf der Fläche geradlinige Strecken, welche die Länge 
— V2ra'i haben und zu den Seiten der auf der Fläche liegenden Vier- 



Betrachtungen, welche den früher (S. 50) augestellten ganz analog 
sind , erleichtern die Herstellung eines Modelles der neuen Fläche, 
dnreh welches die Periodicität und die Symmetrie derselben zur An- 
schauung gebracht wird. ^') 
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Nachtrag. 

Der Verfasser der Abhandlung: „Bestimmung einer Bpecielleii 
Miiiimalfläche" hat sich in der IFolge mit einigen allgemeineren Proble- 
men beschäftigt, welche über das in der genannten Abhandlung ge- 
stellte Ziel hinausgellen , aber zu der in derselben gelösten Aufgabe 
in eine gewisse Beziehung gebracht werden können. 

Da die Behandlung dieser Probleme dem Verfasser auch an iind 
für sich einiges Interesse darzubieten scheint, die in jener Abhand- 
lung dargelegte Methode sich auch auf diese Probleme erstreckt 
und zu ihrer vollständigen Lösung ausreicht, so erlaubt sieh derselbe, 
der physikalisch-mathematischen Klasse der Königlichen Akademie in 
dem vorliegenden Nachtrage die Ergebnisse seiner Untersuchungen 
mitzutheilen. 

(Der Mittheilung waren beigefügt einige Drahtgestelle nebst 
Hülfsmitteln zur Hersteilung der betreffenden Seifenblasenflächen nach 
der Vorsehiift des Herrn Plateau. ^^) Diese Seifenblasenflächen 
fuhren zu ehier anschauliclien Vorstellung über die Gestalt mehr oder 
minder ausgedehnter Theile derjenigen Minimalflächen , von welchen 
die Rede ist.) 

Wenn man von den Porineln ausgeht (vergl. S. 32) 

(hj = 

(h = 

worin B(s) = 1 — 14s*-fs®, M,(^i) ^^ 1— 14s*-|-Sj, und man setzt an 
die Stelle der Function -B(s) irgend eine andere ganze Function acliten 
Grades von s , so erhält man wieder eine Minimalfläche , aber es 
werden derselben im Allgemeinen zwei fiir die obige specielle Fläche 
charaktenstische Eigenschaften fehlen , nämlich erstens , dass auf der 
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riäche gerade Linien liegen, zweitens, dass die Grleiclumg der Fläclie 
durcli elliptiaebe Functionen der Coordinaten rational ansdrückbar ist. 

Die vorliegende Mittheilung bescLäftigt sich damit, solcbe Fläcben 
aufzustellen, bei denen E(s) eine ganze Function achten Grradea ist 
nnd der Minimalüäclie die genannten beiden Eigenschaften erhalten 
bleiben. 

Bei der Amiabnie Ji{s) = 1— 14,9'-f5^ entsprechen, sobald den 
beiden Quadratwurzeln \JB{s) und \JB,(sJ für s := 0, s, = dasselbe 
Zeichen gegeben wird, wenn man s = ^ + 7]i setzt, wobei § und tj 
zwei reelle Variable bezeichnen , den beiden Greraden | = ± ?; und 
dem Einheitskreise |'+ if =' 1 auf der Minimalfläche gerade Linien. — 
Die acht Wurzeln von E (s) = liegen symmetrisch in Bezug auf die 
beiden Geraden | = ±^ und den Kreis |"+tj' == 1. (Mit anderen 
Worten: Ist s^= §„+^0* ^^^^ Wurzel der Gleichung S(s) = 0, so 
sind jedesmal %+^ai, —Va — tJ, -p \ ■ drei andere Wurzeln der- 
selben Gleichung.) 

Betrachtet man die doppelt zu denkende Fläche eines Quadranten 
des Einheitskreises in der Ebene s (Fig. 18.) als eine einfach zn- 




sammcnbängende Flache mit sechs Ecken nnd einem Windungspunkte, 
so entspricht demselben die durch ■ sechs Kanten eines räumlichen 
Sechsseites gehende Minimal fläclie, (Fig. J9.) Je drei auf einander 




folgende Seiten des Sechsseites stehen auf einander senkrecht; die je 
vierte ist der ersten parallel. Im vorliegenden Falle haben alle sechs 
Seiten des erwähnten Sechsseits gleiche Länge und werden daher 
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diu'cli diejenigen sechs Kanten eines Würfels gebildet, welche ührig 
bleiben, wenn von den zwölf Kanten desselben die zweimal drei in 
zwei Gregenecken desselben zusamnienatoasenden Kanten weggelassen 
werden. Im Mittelpunkte des Sechsseits befindet sich derjenige Punkt 
der Minimalfläche , in welchem die Tangentialebene die Fläche in 
einer Curve mit einem dreifachen Punkte — hier in drei Geraden — 
schneidet. 

Wählt man nun innerhalb des Quadranten einen anderen Punkt 
s^ — r^e'^"' und wählt zu den acht Wurzeln von B{s) = beziehlich 



.Äi-'h)* 



1 



,«'-^„)-' 



so findet jetzt gleichfalls Symmetrie der Wurzeln in Bezug auf die 
genannten Linien statt. (Fig. 20.) 




Dann entsprechen diesen Linien auf der Minimalfläche wieder 
gerade Linien und zwar ist die Begrenzung der Fläche ein räumliches 
Sechaseit, welches allgemein erhalten wird, wenn von den zwölf 
Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipedon zweimal drei Kanten 
fortgelassen werden, die in zwei gegenüberliegenden Ecken zusammen- 
m. (Fig. 21.) 




Es ist hiernach die Aufgabe lösbar: Durch sechs Kanten eines 
rechtwinkligen ParaUelepipedons, welche ein Seehsseit der angegebenen 
Art bilden (Fig. 21.) , eine Minimalfläche zu legen, auf welcher durch 
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jenes Seehaseit ein einfach zusammenliängeiides in seinem Innern von 
singalären Stellen freies Pläelienstäck begrenzt wird. Auch hier be- 
findet sich im Mittelpunkte des Sechsseites derjenige Pimkt der Fläche, 
welcher dem "Windungspnnkt entspricht. Werden nun die GrrÖasen 
— ^^> — ^— , ^ zu Ooordinaten gewählt, so sind die entsprechenden 
Integrale als elliptische Integrale erster Art darstellbar und es lassen 
sich dann fiir diese Fläche im Wesentlichen dieselben Schlüsse machen, 
wie für die in der erwähnten Abhandlung betrachtete speeiellere 
Fläche. Es gibt eine in Bezug auf eUiptiscke Functionen der Ooor- 
dinaten rationale G-leicliung der Fläche , nur sind hier die Moduln 
der eüiptischen Functionen, deren Argumente die Coordinaten 

x + y x—y . , . , , , , 

— ~ — , — -: — , z sind, von einander verschieden. 

Zur Herleitung der von aus serwesentlichen Factor en befreiten 
Gleichung der Fläche kann eine analoge Methode dienen, während die 
Coefficienten aus den Anfangsgliedern von Potenzentwickelungen 7X\ 
bestimmen sind. 

Von dieser Fläche treten zwei Fälle als specielle auf, nämlich 
^„ ^ und fpf,= \'^ oder r„ = 1, 

Es werde zunächst der erste Fall naher betrachtet. 

Ist 9)„ = 0, so ist das Sechsseit symmetrisch in Bezug auf eine 
durch zwei gegenüberliegende Ecken gehende Ebene und es entspricht 
der Geraden von s = s^ bis s = +1 auf der Fläche eine Gerade, so 
dass der von s^ bis s ^ +1 geradlinig aufgeschnittenen Fläche des 
Quadranten (Fig. 22.) eine von einem geradlinigen räumlichen Fünf- 
seit begrenzte Miniraalfläche entspricht. Fig. 23 zeigt zwei solche 





Fünfseite; der dem singulären Punkte s ^ s^ entsprechende Punkt 
der Minimalfläche liegt in der Mitte der gemeinschaftlichen Seite. 
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Der ganzen Fläche des Einheitskreisea entsprechen vier solche 
Fünfseite , welche in Fig. 24 vereinigt sind. ^^) Die G-estalt der Ver- 
einigung, welche der in der Abhandlung betrachteten Fläclie entspricht, 
zeigt mit den auf der Fläelie liegenden geraden Linien Fig. 26. 




J 




-zyz<s 



Für den allgemeineren Fall enthält 'R{s) eine wülkävUclie Con- 
stante r„; vermöge derselben kann bewirkt werden, dass man als 
Umgrenzung den zusammenhängenden Zixg von acht Kanten eines 
beliebigen geraden quadratischen Prismas vorschreiben kann. 

Lässt man r„ gleich 1 werden, rücken also die singulären Punkte 
auf ±1, +i, 90 wird das Prisma unendlich lang, die elliptischen In- 
tegrale verwandeln sich incirculäre beziehungsweise in logarithmische, 
und die Grleichung der Fläche geht über in die bekannte von Herrn 
Scherk gegebene, deren einfachste Form ist^*) 



Man kann aber leicht in die Gleichung dieser Flächen noch e 
Constante mehr einführen , wenn man die Forderung i 
der Wurzeln in Bezug auf die beiden Geraden § = ±13 fallen lässt 
und dafür die Forderung der Symmetrie der "Wurzeln in Bezug auf 
1 = 0, T) = hinzufügt. Man wähle zu Wurzeln der G-leieliung 
Bis) = 

auf ij ^ 0; ±\, ±— ; auf | = 0: 3 



1 , 



Die Gleichung der Fläche ist dann ebenfalls durch elliptische Func- 
tionen der Coordiuaten rational ausdrückbar. Es tritt nun an die 
Stelle des q^uadrati sehen Prismas im vorigen Falle das gerade Prisma 
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mit beliebiger rechteclriger G-ninclfläcbe. Nun kann man etwa r^ gleich 
1 werden lassen, so wird dieses Prisma nach der einen Seite liin «n- 
endlicb lang ; die Grieichnng der Fläche hängt dann in Bezug auf x 
von elliptischen, in Bezug auf y und s aber von Exponentialfmic- 
tionen ab. 

Es werde nun derFaU betrachtet, in welchem 9^ =i ^ra, d. h. wo 
auf der Geraden | ^ »j viermal je zwei der Wurzeln zusammen- 
fallen. Es ist zunächst klar , dass dieser Fall identisch ist mit dem, 
wo »-„ = 1 , d, h, wo auf dem Einheitakreise viermal zwei Wurzeln 
zusammenfallen. {Eig, 26,) 




Von jenem Sechsseit, von dem oben die Rede war, erhalten nun 
nur zwei Seiten eine endliche Länge ; das dritte Seitenpaar , welches 
sich an diese zu beiden Seiten anschliesst, erhält eine unendliche 
Länge. Eine der Eigur 24 analoge Zusammensetzung von vier Bolclien 
Flächen führt zu vier parallelen Kanten eines beiderseits unendlich 
langen Parallelepipedons mit rhombischem Querschnitt. Die ellipti- 
schen Integrale verwandeln sich in circuläre beziehungsweise in lo- 
garithmische ; die Gleichung der Fläche ist daher rational ausdrückbar 
durch Exponentialfanctionen der Coordinaten luid hat in der ein- 
fachsten Form die Gestalt 

ye cos (kx -\- ßy) 

cos {ax — ßy) ' 
,. - ist und a und 8 willkürliche reelle Constanten 

bedeuten. 

Auch diese Gleichung ist zuerst von Herrn Sclierk aiifgestellt 
worden. 

Es werde jetzt der Fall betrachtet, in welchem für den Werth 
s, == der Quadratwurzel \/M,(s^) der entgegengesetzte Werth bei- 
gelegt wird wie der Quadratwurzel \JE (s) für den Werth s ^ und 

Sciiwin-i, GöB^mimelte Abhafldhmsen, I. 7 
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an die Stelle von x, y, s bezielilieli x^i, y,i, ^,i gesetzt wird. In 
diesem Falle entsprechen den Geraden | = 0, ij = von s ^ bis 
zu den Windungspunkten gerade Linien auf der Minimalfläclie ; dem 
Einheitslireise entspricht in diesem Falle eine ebene Krümmimgslinie. 
"Wird die Fläche des Einheitskreises aufgefasst als vom Mittelpunkte 
; bis zu den AVindungspunkten aufgesclmitten (Fig. 27), 




so entspricht dieser Fläche ein zweifach zusanunenhängendea Minimal- 
flächenatück , welches einerseits von einem Quadrate , andrerseits von 
einer ebenen Krümmungsliuie begrenzt ist, deren Ebene der Ebene 
des Quadrates parallel ist. 

Man erhält dieses Flächenstück, wenn man einen mit einer Hand- 
habe versehenen in die Form eines Quadrates gebogenen Draht 
(Fig. 28) in die Seifenlösnng taucht und parallel dem Flnasigkeits- 
spiegel heraushebt. Am Drahte bleibt ein Minimalflächenstück hängen, 
welches denselben mit dem Flüssigkeitsspiegel verbindet und auf dem 
letzteren überall senkrecht steht. Ist die Höhe des Quadrates über 
dem Flüssigkeits spie gel gleich dem vierten Theile der Diagonale des 
Quadrates geworden, so erhält man ein Stück der am Schluss der 
erwähnten Abhandlimg (S. 90) betrachteten Biegungs fläche. 
Fig, 29 zeigt die auf diesem Flächenstücke liegenden geraden Linien. 
(Nach dem Herausheben des in Fig. 29 abgebildeten Drahtgestelles 
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aus der Seifenflüssigkeit muss die innere sich bildende aequatoriale 
Lamelle mit etwas Löschpapier durchbroclien werden.) Wird die 
Grösse r„ verändert, so bleiben die genannten auf die Begrenzungen 
sieb beziehenden Eigenschaften erhalten nnd es wird eine variable 
Constante in die Aufgabe eingeführt ; das Verhältniss des Abstandes 
jenes Quadrates von dem Flössigkeitsspiegel zu der Seite des Qua- 
drates wird variabel und kann innerhalb gewisser Grenzen jeden 
Werth annehmen. 

Die Cnrve auf dem Flüssigkeitsspiegel nähert sich dem Ansehen 
nach einer fast kreisförmigen Linie um so mehr, je höher der Draht 
gehoben wird; sobald jedoch eine gewisse Grenze überschritten wird, 
hört die Gleichgewichtslage auf stabü zu sein, jene nahezu kreisför- 
mige Linie verengert sich mehr und mehr, das Flächenstück löst sich 
vom Flüssigkeitsspiegel ab und geht in die ebene Lamelle, die Flache 
des Quadrates selbst über. Es ist dieser Vorgang ganz demjenigen 
analog, bei welchem ein kreisförmig gebogener Draht an die Stelle 
des Quadrates tritt xind für welchen man die mathematischen Ver- 
hältnisse kennt.**) 

Es ist auch hier möglich, noch eine Constante mehr in die Auf- 
gabe einzuführen, indem zu "Wurzeln gewählt werden 



An die Stelle des Quadrates tritt dann ein Rechteck und es ist somit 
innerhalb gewisser durch die Möglichkeit der Constantenbestimmung 
bedingter Grenzen die Aufgabe lösbar: 

Zwischen den Begrenzungslinien der oberen und unteren End- 
fläche eines rechtwinkligen Parallepipedons ein zweifach znsammen- 
hängendes JEnimalflächenstüek anszuspannnen. 



Geht *'„ in 1 über, so ergibt sich d: 
Geht ?■(, und r, in 1 über, so ergibt 
aufgefundene Fläche , deren Gleichung 
Gestalt bat 



eselbe Fläche wie oben S. 97. 
ch eine von Herrn Scherk 
^n ihrer einfachsten Form die 



isin.^ = (e*-e '^){e'^' 
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Man denke sich, dass die in Fig. 30 mit a und h bezeichneten 







/^ 













Strecken ins Unendliche gerückt werden; die nach dem Herausheben 
dieses Urahtgestelles aus der Seifenflüssigkeit sich bildende Querla- 
melle muss mit einem Streifen Lösclipapiei' durchstossen werden. — 
Vergleiche: Van der Mensbriigghe: Discusswn ei realisation ex- 
perimentale d'une surface partieulih-e ä courbwe moyenne nulle. Bulletins 
de l'Äeaäemie royale de Belgtgue. Briixelles, 35' annSe, 2' sSrie , tome 21. 
p. 552—568.) 

G-cht »•„ und i\ in über, so erhält man 



äx •■ 



(1- 



')c!s 



(i"»: )<? 



sl 
i{l + s')<Js i(l+sl)da, 

^ gS -I- ji I 

2s ds , 2s, ds, 

?= -y + « ± Q; -'■».), 

e = 21ogs + 21ogs,. 

Die Grleiclimig der Fläche ist , wenn die oberen Zeichen gewählt 
werden, 

wenn hingegen die unteren Zeichen gewählt werden, und x^•i, y^-i, 
e,-i an die Stelle von x, y, 



V- = ~ *S 4 
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Dieses sind die Gleichungen der Rotationsfläche , welche durch 
Rotation einer Kettenlinie um ihre Direotrix als Axe eatsteht, und der- 
jenigen geradlinigen Schraubenfläche, welche zugleich Minimalfläche ist. 

Wird an die Stelle von s' und s] im Nenner der obigen Glei- 
chungen s^-e'"' und sj^e"" gesetzt, so erhält man durch EUmination 
die Gleichung einer Minimalfläche, welche von Herrn Scherk gegeben 
worden ist und die oLigen beiden als specielle Fälle in sich enthält. '^^) 

Geht bloss r^ oder bloss f, in über, so tritt der Fall ein, dass 
die Gleichung der Fläche in Bezug auf die eine Coordinate von ellip- 
tischen Functionen , in Bezug auf die anderen beiden aber von Expo- 
nentialtunctionen abhängt. Dieselben können , wenn t\ = ist , als 
specielle Fälle der dem Gestelle Fig. 30 entsprechenden Fläche auf- 
gefasst werden, wenn nur ein Paar, etwa das Paar der mit a bezeich- 
neten gegenüberliegenden Strecken, in das Unendliche verlegt wird. 



Während der Fall , dass auf einer der Geraden | := ± i; vier 
Wurzeln der Gleichung R(s) := liegen, und die vier andern sym- 
metrisch auf dem Einheitskreise liegen, durch eine Drehung des Coor- 
dinatensyatems auf einen der schon betrachteten Fälle zurückgeführt 
wird, erfordert der Fall, dass alle acht Wurzeln auf einer der Linien 
liegen, eine besondere Betrachtung. Es werde angenommen, dass die 
acht Wurzeln auf dem Einheitskreise liegen und zwar symmetrisch 
zu den Geraden g ^ 0, ij ^ 0, | ^ ± i^. Ferner werde angenommen, 
dass keiner der Punkte auf eine dieser Linien selbst falle. Es ent- 
spricht dann der Fläche eines Quadranten der Ebene s, in welchem 
I positiv ist und rf < 1" ist , wenn dieselbe längs der Peripherie des 
Einheitskreises von den Windungspunkten aus aufgeschnitten wird, 
ein von einem geradlinigen räumlichen Sechsseit begrenzter Theil 
einer Minimalflächc. Fig. 31. Eine Vereinigung zweier solcher Sechs- 
seite zeigt Fig. 30. 



y Google 



1Q2 BeatimmuDg emer Bpecielkn Minimaltiäche. Nachtrag. 

Das Problem enthält eine wiUkiirliclie Conatante ; dieselbe kann 
dazu benutzt werden, dem Yerhältniaa der Länge nnd Hohe der beiden 
ßeebtecke , aus denen das in Fig. 32 abgebildete G-estell zusammen- 
gesetzt ist, einen vorgeschriebenen Werth zu geben. Lässt man die 
Symmetrie in Bezug auf 1^0, t; = fallen , so erhält das Problem 
noch eine verfügbare Constante mehr , welche dazu benutzt werden 
kann, den beiden Bechteeken verschiedene Länge zu geben. 

Lässt man je zwei Wurzebi auf den G-eraden | '= ± *) zusamnien- 
faüen, so erhält man bei passender Wahl des Coordinatensystems die 
.Seherk'sche Mache 

4sin.ä; = [f-e''^'){^^—e~'-'), 
zu deren Darstellung Herr Van der Menfjbrnggbe das in Tig. 32 

Tis. 32, [Fig. 30. au£ S. 100.) 




abgebildete Grestell angegeben hat. Die in dieser Figur mit « und h 
bezeichneten Strecken hat man sich hierbei in das Unendliche versetzt 
zu denken. 

"Lässt man die Symmetrie in Bezng auf die Greraden ^ = ± ij 
fallen, und behält, nur diejenige in Bezug auf die Geraden | = 0, 
ij = bei, so kann man durch gerade Begrenzungslinien einen ganz 
im Endlichen liegenden Theil der Fläche nicht abgrenzen, es bleiben 
jedoch dei Flache die ebenen Krümmungslinien. 

Man kann nun wieder zwei Paare singulärer Puükte zusammen- 
fallen lissen, und den obigen Schlüssen analoge machen; worauf hier 
jedoch nifht nahei eingegangen werden soll. 

Setzt man nun .R(s1 = 1— s*, so ergibt sich, wenn man sich die 
ganze Ebtue tluich geiaiUinige Schnitte von s = bis zu den Punkten 
s' = — 1 und \on den Punkten s* ^ -|-1 bis ins Unendliche aufge- 
selmitten denkt, sodass die Function s~'Ii{s) längs dieser Schnitt- 
linien ausser dem Werthe Null nur negative Wertlie annimmt, ein 
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zweifach znsammenliäiigendes von zwei gleich grossen Quadraten he- 
grenztes MinimEilfläciLen stück ; die Quadrate liegen in parallelen Ebenen, 
die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte steht auf denselben senkrecht 
und die Seiten des einen Quadrates sind den Diagonalen des andern 
parallel. 

Ein allgemeineres von zwei solchen Quadraten begrenztes zwei- 
fach zusammenhängendes Minimalflächen stück würde man erhalten, 
wenn man den acht Wurzeln eine der Tigur 33 entsprechende Lage 




gäbe. Die G-leichuug dieser Flächen ist jedoch, wie es scheint, ra- 
tional durch elliptische Functionen der Coordinaten nicht ausdrückbar. 

Die Untersuchung des Falle.^ 

E(s) = (l-s')\(l+s'} 
möge hier übergangen werden. 

Es bleibt nim zuletzt noch der Fall einer Erörterung zu unter- 
ziehen, in welchem das Werthepaar s = und s = co zu den acht 
Wurzeln gehört und die sechs andern Wurzeln symmetrisch um diese 
beiden vertheilt sind, 

Es sei 

und die acht Wurzeln seien 

ü, ij, )i=, vt, yf, n\ n'\ °^, B{s) = s(l+s"), (Fig. 34.) 
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SO ist jede der Coordinaten x und ä als Summe zweier elliptischen Inte- 
grale erster Art darstellbar, die vermöge des Additionstheoreras addirt 
werden können. Ebenso ist — | « + ^ \/3 j/ als Summe zweier elliptischen 
Integrale erster Art darstellbar, denn man erhält 



— ^dx + ^\ISdy : 



—p=^ äs + - — ;=L^ ( 



"Wird nun t ,' statt s, gesetzt , so geht das mit ds, nmltipKcirte 
Differential in 

e-tlB 



\jB{t,) 



dt. 



über ; beide Differentiale lassen sich durch einfache algebraische Sub- 
stitutionen in elliptische umformen. Es hat daher auch diese Flache, 
es mag für positive Werthe von s und s, \Jlt{Sj) mit demselben oder 
mit entgegengesetztem Zeichen wie V'-^('') gewählt werden, wobei im 
letztem Falle x, y , e beziehlich durch x^i , y,i , 0J, zu ersetzen sind, 
die Eigenschaft, dass ihre Gleichung in Bezug auf elliptische Func- 
tionen, deren Argumente lineare Functionen der Coordinaten sind, ra- 
tional ausgedruckt werden kann. 

Man kann in die Aufgabe noch eine Coiistanto melir cinfiihren, 
indem man zu Wurzeln wählt 



0, 



„{i^±<l'_ M^±'h 



(Fig. 35.) 



Die Fläche besteht aus lauter congruenten Theilen, deren Begrenzung 
von einem geradlinigen Sechsaeit gebildet wird. (Fig. 36.) 










f , ' '" 


n: 




1 




1 


-A, 




u 


'1 -^ 


■ — 



Werden zu den acht Wurzeln gewählt 

0, 1, if, Tf, if, if, tff CO, (Fig, 37.) 
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wird also li(s) = 5(1 — s") gesetzt, so ist clie G-leickimg tler nSclie 




durch elliptische Functionen von iV'Sic— 12/, J/, ^ rational aus- 
drückbar, wie eine analoge Betrachtung zeigt, wenn s, durch —t'' 
ersetzt wird. Auf der Fläche liegen in parallelen Ebenen congruente 
gleichseitige Dreiecke, deren Projectionen auf diese Ebenen die Figur 38 



ergeben , und welche einen gewissen Abstand von einander haben. 
Auch auf den in der erwähnten Abhandlung betrachteten Flächen 
lassen sieh ringförmige Flächenstreifen angeben , welche von zwei 
gleichseitigen Dreiecken begrenzt sind und zwar auf der ursprüng- 
lichen Fläche und auf ihrer Biegiuigsfläehe auf je eine Weise. Wird 
die Seite des gleichseitigen Dreiecks zur Einheit gewählt, so ist der 
Abstand der beiden Ebenen in diesen beiden Fällen 



1 

w 



und 



_1 

2\J'(i' 



i be- 



im Allgemeinen scheinen die Gleichungen dieser Flächen, 
liebigem Abstände der Ebenen der beiden Begi'enzungsdreiecke ra- 
tional durch elliptische Functionen der Coordinaten nicht ausgedrückt 
werden zu können. Dagegen kommt diese Eigenschaft wieder allen 
den Minimalflächen zu, deren Begrenzung als zwei gleichseitige, die 
Begrenzimg der parallelen Endflächen eines geraden dreiseitigen 
Prismas bildende Dreiecke gegeben sind. In diesem Falle sind die 
Wurzeln der GHeichung E(s) =0 
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Der Quadratwurzel \/R(s^) ist für jDOsitive "VVerthe von s, <; r„, s, = s, 
Zeicteii beizulegen wie der Quadratwurzel 



\/E(s) == \/s(l — Cs^+s'), an die Stelle von x, y, s ist x^i, y^i 
zu setzen, und die Constante r„ ist der Bedingung gemäss zu be- 
stimmen, dass der Abstand der beiden Dreiecke zu der Seite der- 
selben ein gegebenes innerhalb der durch die Möglichkeit dieser Con- 
stantenbestimmung bedingten Grenzen Hegendes Terhältnias hat. 

Die G-leiehung der Fläche ist rational in Bezug auf elliptische 
Functionen der Coordinaten x, —\x -fr^\l%y , s. 

Dem Einheitskreise entspricht eine ebene Krümmungslinio, deren 
Ebene eine Symmetrie-Ebene der Eläche ist, 

"Werden zu den Wurzeln der Grleiehung i£ (s) ^ gewählt die 
Werthc 

0, ->■„, -r„£, -r„£\ --, -^--E, ~ — s'-, oj, (Fig. 40.) 



und wird füi' positive Werthe von s und s, der Quadratwurzel \/B(s^) . 
der entgegengesetzte Werth beigelegt wie der Quadratwurzel V-K(s) = 
\/s{l+Cs^+a''), so entspricht dem Kreissector s — re''", O^/^l, 
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O^gi^fji;, ein von fünf geraden Linien begrenztes Minimalflächen- 
stück. Eine Grruppe von seclis solchen Fünfseiten zeigt Figur 41. 

Lässt man r^ gleicli 1 werden, so erhält die Fläche in beiden 
Fällen eine in Bezug aixf Exponentialfunctionen der Coordinatcn ra- 
tionale Gleichung. 

Um von der Gestalt eines Theiles dieser Flächen eine anschau- 
liche Vorstellung zu gewinnen , denke man sich in denjenigen Seifen- 
blasenflächen , welche den in den Figuren 41 und 42 abgebildeten 



Kg- 4 



Fig. 43. (Fig. i 



I a. 



Drahtgeatellen entsprechen, die in diesen Figuren mit a bezeichneten 
Seiten in das Unendliche versetzt. 



Die Resultate der obigen Betrachtungen kurz zusaminenfa.ssc}id 
können wir also folgende Sätze aussprechen. 

I, Es gibt eiue grössere Anzalil von Minimalflächen, für welche 
die Function %{s) in den Formeln (D) des Herrn Weier- 
strass [Monatsberichte 1866 S. 619] gleich ist dem reeiproken 
Werthe der Quadratwurzel aus einer ganzen Function achten 
Grrades von s, und welche die doppelte Eigenschaft haben, 
erstens , daas die Grleiehuug derselben durch elliptische Func- 
tionen, deren Argumente lineare Functionen der Coordinaten 
sind , rational ausdrückbar ist , zweitens , dass es möglich ist. 
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anf diesen Mächen durch gerade Linien endliche Stücke der 

Mäche abzugrenzen. 

Die einfachsten Begrenzungen, welche man wählen kann, hängen 

zumeist auf einfache Weise mit den Kanten eines rechtwinkligen 

Parallelepipedona oder eines geraden regelmässigen dreiseitigen 

Prismas zusammen. 

Durch vier geradlinige Strecken lässt sich aber unter aUen 

diesen Mächen nur auf den beiden speoiellen in der genannten 

Abhandlung näher betrachteten Minimalflächen ein endliches 

Stück der Mäche vollständig 1 



Endlich sei es gestattet, anf fünf Polyederoberflächen hinzuweisen 
(Fig. 43, 44, 45, 46, 47.), welche durch die Lage ihrer acht Ecken von 




der symmetrischen Vertheilung derjenigen acht Werthe von s, für 
welche die obige ganze Function achton Grades gleich Null wii'd, ein 
anschauliches Bild gewähren.^') 
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Anhang 

entlialtend 
Anmerkungeil und Zusätze. 

Zu der Zeit , als die Abliandkng ; „Bßstiminung einer spe- 
ciellen Minimalfläche" verfasst wurde, und bis zu dem Tage der Ein- 
sendung derselben an die Kijnigliclie Akademie (28. Februar 1867) 
war die im ISten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesell- 
scbaft der Wissenschaften zu Göttingen in einer Bearbeitung des 
Herrn K, Hattendorff veröffentlichte, vom 6, Januar 1867 datirte 
Abhandlung Riemann's: „Ueber die Mäche vom kleinsten Inhalt 
bei gegebener Begrenziuig" dem Verfasser noch nicht zugänglich und 
hatte derselbe aiicb von dem Inhalte dieser Abhandlung zu jener Zeit 
noch keine Kenntniss. 

Im Artikel 18 dieser Abhandlung wird dieselbe Minimalfläche be- 
trachtet , deren geometrische Eigenschaften bereits in einer in den 
Monatsberiehten der Berliner Akademie, Jahrgang 1865 S. 149 — 153, *) 
enthaltenen Mittheilung erörtert sind und deren genauere Untersuchung 
die Hauptaufgabe der vorliegenden Schrift bildet. 

Unter Bezugnahme auf die erwähnte Mittheüung aus dem Jahre 
1865 ergeben sich die auf S. 32 angegebenen Ausdrücke fiir die Coor- 
dinaten eines beliebigen Punktes der zu betrachtenden speeiellen Mi- 
nimalfläcbe unmittelbar aus den von Herrn Weierstrass in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie , Jahrgang 1866 S. 619 , ge- 
gebenen Eormeln (D), vrenn die in diesen Formeln mit ^(s) bezeich- 
nete Function durch die Gleichung 



Vl-14s'+s' 

bestimmt wird. (Vergl. auch Monatsbericlite der Bei'liner Aliademie, 
; 1867 S. 511 n. 512,) 



'^) Siehe S, 1-5 die 
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Dieser' Weg ist jedoch in der der KÖDigiiclieii Akademie vorge- 
legten Abhandlung nicht eingeschlagen worden , vielmehr sind alle in 
derselben enthaltenen Entwickeltingeii von dem jener Mittheüung zn 
Griimde liegenden Gedankengange völlig unabhängig durchgeführt. 

Es folgen nun liier einige Anmerkungen und Zusätze, welche sieh 
auf einzelne Stellen theils der Hauptabhandlimg, theüs des Nachtrages 
zu derselben beziehen. 

Zu S. 8. 

') Diese Annahme wird durch den Satz auf S. 24 jiachträglich 
gerechtfertigt. Zu folgendem Schlüsse hingegen: „Durch die Sym- 
metrie - Ebene der Begrenzimgslinie wird auch die Minimalfläehe in 
zwei symmetrische Hälften getheilt, da die beiden Theile wieder Mi- 
nimalflächen mit symmetrischen Begrenzungen sind und zu jeder Be- 
gi'enzung nur eine Minimalfläche gehöi-t" — {vergl. „lieber die Mi- 
nimalfläche , deren Begi'enzung von einem doppeltgieichachenkligen 
räumlichen Viereck gebildet wird". Eine von der philosophischen 
Fakultät der Georgia Augusta am 4. Juni 1867 gekrönte Preisschrift. 
Von Arthur Schondorff. Göttingen 1868. S. 8) — ist zu be- 
merken, dasa die Behauptung „zu jeder BegTenzung gehört nur eine 
Jünimalfläche" nicht aUgemein richtig ist. (Vergl. Sitzungsberichte 
der Naturforschenden Gesellschaft zu Halle. 1869. S. 12.) — Die ge- 
nannte Preisscbrift des Herrn Schondorff beschäftigt sich unter 
Benutzung der E,esultate Riemann's mit der Lösung derselben Auf- 
gabe , welche auch in einem Theile der vorliegenden Abliandlung 
(S. 8 — 25) Gegenstand der Untersuchung ist, 
Zu S. 13. 

') Eine weitere Ausführung dieses Schlusses enthält der Aufsatz 
des Verfassers : „Ueber einige Abbildungsaufgaben" . Borchardt's 
Joumal Bd. 70. S. 106 u. 107. *) 

Zu S. 13. 

^) Vergl. in dem in der Anmerkung ^) erwähnten Aufsatze S, 116 
und die Berichtigung zu dieser Stelle: Borchardt's Journal Bd. 71. 
S.iv, 

Zu S. 14. 

*) Aehnliche Pormeln hat Herr Enneper gegeben: SchlÖmileh's 
Zeitschrift 1864. Bd, 9. S. 107. 



*) Abgedruckt im zweiten Bande der vorliegenden Ausgabe. 
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Zu S. 16. 

^) Es gilt überhaupt der Satz: Jede auf einem Stücke 
einer Minimalfläche liegende Gerade ist eine Symine- 
trieaxe der Minimalfläche, welche durch analytische 
Fortsetzung dieses Stückes entsteht. Der Beweis dieses 
Satzes kann mit Hülfe der Schlussweise geführt werden, auf welche 
in Anmerkung ^) hingewiesen ist. 

Zu S. 19. 

^) V er gl. Artikel 8 der oben e]'wälmten Abhandlung Riemann's. 
Ztt S. 19. 

'') Die auf S. 18 und hier gemachten Annahmen und Voraus- 
setzungen werden durch den Satz auf S. 24 nachträglich gerechtfertigt. 
Es kann iibrigeiis auch von ■vornherein bewiesen werden , dass eine 
Minimalfläche unter gewissen Voraussetzungen in der Nähe einer von 
zwei geradlinigen Strecken gebildeten Ecke keine andere Beschaffen- 
heit haben kann als eine solche , welche durch Entwickelungen von 
der angegebenen Form analytisch ausgedrückt wird , sowie , dass die 
für die Emietionen $(«) und F{u) angegebenen Bestimmungen nicht 
nur die einfachsten , sondern zugleich die einzigen sind , welche im 
vorliegenden Falle mit den anderweitigen Forderungen der Aufgabe 
sich im Einklänge befinden. Hiermit hängt auch der Beweis des 
Satzes zusammen, dass durch ein von vier geraden Strecken 
gebildetes räuralichea Vierseit nur eine einzige Mini- 
malfläche gelegt werden kann, welche von demselben 
vollständig begrenzt wird und in ihrem Ijin er n von 
singulären Stellen frei ist. 

Auf die Beweise dieser Sätze , welche auch zu dem von Herrn 
"Weierstrass in den Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahr- 
gang 1866 S. 856 veröff'entlichten Satze führen , gedenke ich bei 
einer andern Gelegenheit zurückzakommen. 
Zu S. 23. 

*) Unter den gemachten Voraussetzungen ist diese Entwickelung 
für alle dem absoluten Betrage nach die Einheit nicht überschreiten- 
den Werthe von v unbedingt convergent und stellt für diese "Werthe 
von V einen Zweig der Function s analytisch dar. Der Beweis der 
Convergenz kann mittelst derselben Schluss weise geführt werden, 
welche HeiT Weierstrass zum Beweise des im ölten Bande des 
CreUe-Borchardt'schen Journals auf den Seiten 43 und 44 angegebenen 
Lehrsatzes in seinen Vorlesungen anzuwenden pflegt. 
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Es ist (vergl, S. 20) 



^(5,") = j-jlog-j — ^ f T-log-5- ) = F{v) = ^ — "H +2 ;r. — ^ + i^r — i 

^ ' ' dv^ °äv '■ \av °av/ ' ' "" v' {1-v^y ^ 1 — v^ 

= ^■^^+A,+ Ay+Ä^v*+ ■ ■ ■ +Ay+ ■ ■ ■ 

+ * («.+ '^0(-«.+2«,+«J + («,+ 2«,- «J. 

Also ist J„ für jeden positiven Wertli von n, n ^ einschliesslich, 
positiv (s.S. 23). 
Setzt man nun 

ä , ds d,~l 

dv " dv V 

so erhält man nach (Icr Methode der unbestimmten Coeffioienten 

__ A^ _ A,+ ^al _ A^+a^a^ 

allgemein: es sind die gesueliten CoefHcienten a ganze Functionen 
der gegebenen Coefiicienten A mit positiven Zalilencoefficienten ; 
sie sind demnach eindeutig bestimmt und haben sämmÜioh positive 
Werthe. Es handelt sich nun darum, nachzuweisen, dass die so für 
die Grösse r erhaltene Reihe convergirt, wenn «' -< 1 ist. 
Man setze zur Vergleichung 

,,* _ ^1-1 g (l-^ )t' _ 1-1^1 , / .3 r ,, 

V 1~V^ V ' ' ^ ' ' 

so ist al == 2(l~i5) und 

*;* _i *ä ^ 1-g; 2(l- d') 2(l-S)il-d~d,) _ 
dv" ^'' " 2v' '^ [l-v'f ^ ' l-v'"" ~ 

= -^^+<+^'y+^K^'+-- ■ + Ay'+---; 

also ist 

AI = 2{l~S')n + 4:-4d~2d^+2d3,; 
A'-A,^ = 2[äl-e')n + \\{{2-Sy-dl']-\-4:[Sl + S,S-2Ö]\. 

Nun ist [(2-(J,)^-(K;1 positiv, weil 2-tf,>l, <J,<:1 und ä kann so 
klein angenommen werden, dass ö^ + iJ,ö — 2iJ positiv ist, wozu bloss 
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üöthig ist ö <: -^ — '"^ zu nelimen. Dann ist A'^ beständig grösser als 

A„ und daher auch a^ für jeden Werth von n grösser als «„ ; d. h. es 

ist a„<2(l— d) und die für r gefundene Reihe eonvergirt, wenn 

ds 
v' <.l. Hieraus ergibt sich, dass die Grösse -5— eine Entwickelung 

von der iForm C-S^v^i~'(l.-[-h^v'-i-h^v*+ ■ • •) besitzt, in welcher die 
Coefficienten f>,,b,- • ■ sämmtlich positiv und beaieblich kleiner sind 
als die entsprechenden Coefficienten in der Entwickelung von 

-^ = c-sy'-'ii-v'Y-'. 

av 1 V y 

Durch Integration der beiden Reihen für --=— und -^ — ergibt sich, 
" äv av P 

dass die Glieder der Reihe für s sämmtlich beziehlich kleinere Coeffi- 
cienten haben als die entsprechenden Glieder der Reihe für s*. Da 
nun die Reihe für s* einschliesslich für v ^= +1 unbedingt eonvergirt, 
so eonvergirt auch die Reihe für s einschliesslich für diesen Werth. 
Zu S. 27. 
^) Der Beweis dieses Satzes ist dem in der Anmerkung ") an- 
gegebenen ganz analog. Die Coefficienten c' sind beziehlich kleiner 
als die entsprechenden Coefficienten der Entwickelung von 

Zu S. 31. 

'") Denn für jeden im Innern des durch die Punkte u = ±1, 
u == ±i gelegten Kreises besitzt die ^Function x(s') als Function der 
Variablen u den Charakter einer ganzen Function, und nimmt, da sie 
eine rationale Function von s' mit reellen Zahleneoefficlenten ist, auf 
der Peripherie dieses Kreises nur reelle Werthe an. Es ist daher 
möglich, den Bereich des Argumentes u über das Innere des erwähnten 
Kreises hinaus auf das Aeussere desselben auszudehnen und zwar 
so, dass je zwei "Werthen von u, u' ^ ?■£''", ii" ^^ Q'^-e''" eonjugirte 
Werthe der Function entsprechen. 

Zu S. 35. 

'*) Das Bestehen oder Kichtbestehen einer solchen Gleichung gibt 
überhaupt die Entscheidung über die Möglichkeit oder Nichtmöglich- 
keit, die von der Quadratwurzel aus B{x) abhängenden hyperellipti- 
schen Integrale durch eine Substitution zweiten Grades auf elliptische 
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zurückzufahren. S. eine Abliaiidluiig des Herrn Königsberger in 
Borchardt's Journal Bd. 67. S. 72, 73 u. 77. 
Zu S. 49. 
'^) Die coEforme Abbildung der Ebene der complexen Grösse s 

durch die Integralfunction / 2s(5(s)rfs zeigl^ Fig. 48, in welelier auch 

inigen Linien, welche den inEig. 49 dargestellten Kreiabogeii ent- 
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sprechen, ersichtlich sind. Das auf geradem Wege von bis 
(V'2-1)V'* erstreckte Integral /2sg(s)(?s hat den Wcrth i-Ü,1615-.-, 
alle Punkte ma+na', wo m und n ganze positive oder negative 
Zahlen bedeuten , sind Windungspunkte erster Ordnung für die die 
Werthe des Integrales geometrisch darstellende Jläche. Aus den auf 
den Seiten 36 und 37 angegebenen Beziehungen ergibt sich, dass die 
durch die Integrale 

,[V=5(l-"')5(s)* "lä |v/<'{l+i»')SW<fe 

vermittelten conformen Abbildungen der Ebene der complexen Grösse 
s ebenfalls durch die Figur 48 dargestellt werden können, wobei dann 
aber das punktweise Entsprechen zwischen den Figuren 4S und 49 
natürlich ein anderes ist. Siehe Tig. 50, 

Die Figuren blab c zeigen die conformen Abbildungen des achten 




Theiles des Kreisbogenviereoks ah cd in Fig, 5 S, 27 durch die drei 



^2s%(s)ds, fj-iil-is')%.{s)ds, fyi(l+is^)%(ß)ds. 

Hierbei ergiht sich, dass die Summe dieser drei (in den Figuren 
schraffirten) Flächenräume genau gleich ist der Fläche eines Recht- 
eckes, dessen Seiten ^ w und —^m'i sind. Von diesem Ergebniss wird 
in der Anmerkung *^) Anwendung gemacht. 
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Zu S. 49. 
'^) Die nahe Uebereiiistiniraung der äusseren Gestalt beider 
Mächenstücke zeigt sich auch bei der Vergleichung des Plächeninlialts 
derselben, dessen Bestimmung, wie später gezeigt werden wird, sowohl 
für das betrachtete Stück M' des hyperbolischen Paiaboloides als 
auch für das von demselben Vierseit begrenzte Stück Jf der Minimal- 
flache wirklich, ausführbar ist. Hierbei ergibt sich (vgl. den Inhalt 
der Anmerkung ^'), dass der Flächeninhalt von Jlf' in der That grösser 
ist als der Flächeninhalt von M, em Resultat, welches freilich vorher 
zu erwarten war , — dass indessen der Unterschied beider sehr ge- 
ring ist, da derselbe nur etwa ^ des Flächeninhalts von M beträgt. — 
In der erwähnten Anmerkung sind beide Flächenstüeke auch noch in 
einer andern Hinsicht mit einander verglichen. 

Zu S. 58. 
") Die Bestimmimg eines vollständigen Systemes zusammenge- 
höriger Perioden iitr die drei Coordinaten x,y,s lässt sich dadurch 
sehr erheblich abkürzen, dass die Sp-l-l = 7fach zusammenhängende 
Riemannsche Mäche, welche die Verzweigung der Quadratwurzel 
Vi— 14s*-f a' geometrisch darstellt, durch 2p = 6 Querschnitte in 
eine einfach zusammenhängende Fläche zerschnitten wird und die 
Periodicitätamoduln an diesen Querschnitten aufgesucht werden. Es 
mögen die Querschnitte a^, J, ; a^, h^; o„ h^ sowie die dieselben verbin- 
denden Schnittlinien c so gewählt werden , wie es FigTir 52 angibt. 




Dann ergeben sieh die Periodicitätsmodnln des Integrales 
J \'l-14s'+s' ■' 
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Nim gehen beim Uebergange von 
cycliseh über in 2 3 1 und 3 12 
System 
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■2ej -2w +2a>'. 

s in s' und s" die Indices 12 3 
es ergibt sich daher folgendes 
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Dasselbe System ergibt sich füi' die auf die Variable s, sich bezie- 
henden IntegTale , nur sind bezüglich der Querschnitte a, , a^ , Jj , 6^ 
die Lidices 1 und 2 mit einander zu vertauschen; hingegen ergibt 
sich genau dasselbe System, w^enn statt der Variablen s, eine andere 
eomplexe Variable s' eiiigeluhrt wh'd, die mit derselben durch die 
Grleichung Sj- s' = —1 verbunden ist, Vergl. die Mittheiking des Herrn 
Weierstrass in den Monatsberichten 1867 S. 511—518. 

Die durch das Integral J 2sj5 (s) As vermittelte conforme Abbü- 
dung der durch Querschnitte in eine einfach zusammenhängende ver- 
wandelten Eiemannschen Fläche, welche die Verzweigung von %{&) 
darstellt, zeigt Fig, 53, Hierbei ist zu bemerken, dass die zu diesem 



t 

I 
^^ _J 



Zwecke getroffene Wahl des Querschnittnetzes aus Fig. 52 entnommen 
werden kann, wenn man sich in dieser Figur folgende Veränderungen 
vorgenommen denkt. Den Querschnitt a^ lasse man in eine gerade 
Linie, die Querschnitte o, und a, in die betreffenden Kreisbogen über- 
gehen ; zu den Querschnitten &, und h^ wähle man die durch den Null- 
punkt gehenden die Axe des Beeilen unter 45" schneidenden Greraden, 
zu dem Querschnitte Ö, den Einheitskreis, und lasse endlich auch die 
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Schnittlmie c, auf den Einheitskreis rücken. Die Theile der Ebene 
des Integrals, welche in der Figur 53 schraffirt sind, entsprechen dem 
oberen, die nicht schraiflrten dem imteren Blatte der Riemann- 
schen Mäche. Vergl. R i e m a n n : Theorie der Abel sehen Functionen. 
Borchardt'a Journal Bd. 54. S. 143. 

Zu S. 76. 
") Einer MittheUung von befreundeter Seite verdanke ich fol- 
gende genauere Eormulinmg dieses Satzes: „Werden den Grössen 
A, ft, V nur reelle Werthe beigelegt und wird zugleich die Veränder- 
liche t der Bedingung unterworfen , bei der Integration nur reelle 
Werthe zu durchlaufen , wobei derselben jedoch der Uebergang vom 
Negativen zum Positiven durch den Unendlichkeitspunkt in der einen 
und in der andern Richtung gestattet ist, so stellen die angegebenen 
Grleichungen alle reellen Punkte der Fläche dar." 
Zu S. 83. 
") Man vergleiche die „Notiz über die algebraischen Mnimuma- 
flächen" von Herrn G-eiser, Mathematische Annalen von Clebsch 
und Neumaiin Band 3. S. 530—534, (1871,) 
Zu S. 86. 
") Hinsichtlich der elliptischen Function ^u vergleiche man: 
W, Biermann: Pr<Memata quaeäam mechanica funcUonum 

ell^ticarum öpe soluta. IHss. inaug. Berlin 1865. 
H. F. Müller: De transformatione funetionum ellipticarum. 

Diss. inaug. Berlin 1867. 
C. Sehv^ering: De linea brevissima in elUptica paraboloiäe 

Sita. Diss. inaug. Berlin 1869. 
L, Kiepert: De curvisquarum arcus integralibus elliptim prmi 
generis exprimuntur. Diss. inaug. Berlin 1870. 
Zu 8. 88. 
'^) Nacli bekannten Formeln über Transformation zweiter Ord- 
nung (siehe Hermite: Sur la tMorie des foncHons ellipHques. Comptes 
rendus 1863, Tome LVII. p. 617) ist 



also cotgam (l+Jc) 






Sy/Ä; 1 1 cos Eim a; ■ A am 3: 

1+Ä J 1+k sin am*- 

Wird hierin fc = 4 gesetzt, so erhält man die Formel im Text. 
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2m 8. 88. 
'") Diese für immerisclic Reclinungen selir brauchbare Pormel für 
den Werth des Jacobischen q 

h = (q) = ^K + 2i^f.y+l^i^Xy+1^0{^X)"+ ■ ■ ■ 

wenn A die Grösse —--■ bezeichnet, hat Herr Weierstrass in 

1+ \/Jc- 
seinen Vorlesungen seit 1862 mitgetheilt. Man findet dieselbe auch 
in dem "Werke des Herrn Schellbach: Die Lehre von den ellipti- 
schen Integralen und Theta-Tunctionen. Berlin, 1864. S, 60. 

Zti S. 90. 

^'') Nach einem Satze des Herrn Osaian Bonnet gibt es zu 
jeder Minimalfläche eine andere, welche eine Biegungsfiäche derselben 
ist, während gleichzeitig den Krümmungalinien der einen Fläche die 
Asymptotenlinien der andern entsprechen und umgekehrt. In einer 
aolchen Beziehung stehen die beiden in der vorliegenden Abhandlung 
betrachteten speciellen Minimalflächen zu einander. Der Uebergang 
von den Coordinaten x, y, zu den Coordinaten ar, , j/^, ^, kann auch 
dadurch geschehen , dass an die Stelle von g (s) in den Formeln des 
Herrn Weierstrass (Monatsberichte 1866 S. 619) -i%{s) gesetzt 
wird. Diese Substitution ist ein specieller FaU derjenigen, bei welcher 
0'^%{s) an die Stelle von %{s) tritt. Es ergibt sich hierbei eine zweite 
Minimalfläche, welche eine Biegiuigsfläche der ersten ist, da hei dieser 
Substitution das Quadrat des Linienelementes der Fläche ungeän- 
dert bleibt. 

Beide Flächen haben in entsprechenden Punkten parallele Nor- 
malen. Die den früheren Kriimmimgalinien entsprechenden Curven 
sind isogonale Trajectorien der neuen KrUmmungslinien und zwar 
schneiden sich die Curven unter dem Winkel ^u. Die reelle Grrösse 
ff kann als ein variabler Parameter anfgefasst werden: Es ist da- 
her möglich, mit Ausnahme der Ebene, jede Minimal- 
fläche auf stetige Weise so zu biegen, dass sie während 
der Biegung Minimalfläche bleibt, und zwar beschreibt 
jeder Punkt wahrend der Biegung eine Ellipse, wenn 
ein Punkt der Fläche festgehalten wird. Dieser festgehal- 
tene Punkt ist der Mittelpunkt aller von den verschiedenen Punkten 
während der Biegung besohriehenen .Ellipsen. Man kann auch zeigen, 
dass diese Biegimg der Jlinimalflächen die einzige ist, bei welcher 
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dieselben Minimalfläclien bleiben. Gute Dienste leistet bei der Be- 
trachtang dieser Biegungen diejenige eonforme Abildang der Minimal- 
flächen auf eine Ebene, bei welcher den Kriimmungslinicn zwei Sy- 
steme orthogonal sich schneidender Parallellinien entsprechen. Den 
Satz , dass auf einer Minimalfläche die beiden Schaarea Krümmungs- 
linien ein zweifaches System isometrischer Linien bilden , verdankt 
man ebenfalls Herrn Ossian Bonnet. 

Es ist auch möglich , aus einer Minimalfläche und einer einzigen 
solchen Biegung derselben , welche , ohne derselben congruent oder 
symmetrisch zu sein, wieder eine Minimalfiäehe ist, durch eine ein- 
fache geometrische Construction alle anderen Biegungsflächen zusam- 
menzusetzen, welche wieder MinimELlflächen sind. 

Es folgt hier eine kurze Angabe der bezüglichen Literatur. 

E, Beltrami: SuUe proprietä generali delle superficie d' mea 
minima. Mem. delV Accademia delle Seiende delV Istituto di 
Bologna. Serie 2. Tom. VII. 1868. 
0. Bonnet: Comptes rendus 1853. Tome XXXVII. p. 532; 
lAouvüle, Journal de niathhnatiques, Deuxieme Serie, Tome V. 
1860, p, 174, 227, 228; Journal de l'£cole polytechnique, 
Cahier 42. (1860). 1867. p. 7—15. 
E. Eour: Journal de V'jßcole polytechniguo , Cahier 39, 1862, 

p, 97, 114. 
E. Catalan; Comptes rendus 1855. Tome XLI. p. 1019; 

Journal de V^cole polytechnique, Oahier 37, 1858, p. 130. 
E, B. Christoffel: Borchardt's Journal, Bd. 67 S. 218. 

1867. 
A. Enneper: SchlÖmilch's Zeitschrift, Bd. 9 S. 107. 1864; 
Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttingen 1871. No. 1. S. 14—23. 
K. Petersen: Ueber Curven und Flächen. (Moskau. Ä. L a n g.) 
Leipzig 1868. F. "Wagner. (Deutsche Bearbeitung einiger 
vorher in russischer Sprache veröfl'entlichten Abhandlungen.) 
S. 66 und 72. 
J. Weingarten: Borchardt's Journal, Bd. 62. S. 164. 1862. 
Zu S. 91. 
^') Zusatz. Die oben erwähnte Abhandlung Riemann's „Ueber 
die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener BegTeiizung" enthält 
in den Artikeln 6 und 7 einen sehr interessanten Satz über die Be- 
stimmung des Flächeninhalts eines beliebigen Theiics einer Minimalfläehe. 
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Die G-ieichttugcn 

X = X+Z; y = r+F', = Z+Z', 

in denen X, Y . Z Functionen einer complexen Variablen bezeicbnen, 
für welclie 0.1C^-\- dY^-i-dZ^ identiseb den Werth Null hat, und in denen 
X', Y', Z' die zn X, Y, ^ conjugirten GrrÖssen bezeichnen, stellen 
eine Minimalfläche dar. (Vergl. Monatsberichte 1866 S. 614: 

f(ii) = 2X, g{ii) = 2r, h{u) = 2Z.) 

Die Functionen X, Y, Z vermitteln drei conforme Abbildungen dieser 
Fläche. Nun ergibt sich das Quadrat des Linienelementes der Fläche 

dx'+df+äs^ = 2(dX-dX'+dY-dY'+dZ-dZ'), 

dasselbe ist also doppelt so gross als die Summe der Quadrate der 
entsprechenden Linieneleraente in den Ebenen der drei Grössen 
X, Y, Z. „Da die Linearvergrösserung bei der Abbildung in irgend 
einem Punkte nach allen Richtungen dieselbe ist , so erhält man die 
Fläehenvergrösserung gleich dem Quadrat der Linearvergrösserung". 
j,Daher ist auch das Flächenelement in der Minimalfläche gleich der 
doppelten Summe der entsprechenden Flächenelemente in jenen Ebenen. 
Dasselbe gilt von der ganzen Fläche und ihren Abbüdnngen in den 
Ebenen der X, Y, Z." 

"Wird dieser Rieraann.^clie Sata auf die untersuchte Minimal- 
fläche angewendet, indem 

X=.J2»g(»)*, F = ^V=i(l-"')3W*, Z=/v'f(l+is')g(s)<is 

gesetzt und die Variable s auf das Innere des achten Theiles des 
Kr eisbogen Vierecks ab cd beschränkt wird, wie in der Anmerkung "), 
so ergibt sich als Summe der Flächenräume in den Ebenen X, Y, Z 

Das Doppelte hiervon beträgt —^mto'i; der dem Kreishogenviereoke 
abed entsprechende TheiL M der Minimalfläche hat einen achtmal so 
grossen Inhalt (— 4toct'i): Der Flächeninhalt von M ist also 
genau ebensogross vfie derjenige eines Periodenparal- 
lelogramms der Function pu. 

Diese Bestimmung des Fläobeninhaltes von M gestattet nun eine 
Vergleichung mit dem Flächeninhalt des zwischen denselben Grenzen 
enthaltenen Theile.t M' des hyperbolischen Paraboloides ca'/= ^'-t/'- 



y Google 



122 Bestimmung eiuer syccieileu Minimal flu che. Anhang. 

Der riädiemnhalt dieses Tlidles des Paraboloides mrd ausgedrückt 
durch das Doppelintegral 

= 4m"- 1,28079 
dagegen hat das betrachtete Stück M der^ Minimal- 
flache den Inhalt -4ra=n = 4tü=- 1,27926 



Der Unterschied betragt also 4(ö"' 0,00153 
oder weniger als ^ des Inhalts der verglichenen Flächentheüe. 

Die TQeinheit dieses Unterschiedes fordert dazu auf, die Grösse 
der Abweichung des betrachteten Stückes der Minünalfläche von dem 
Paraboloid auch noch in anderer Hinsieht zu untersi\chen. Zti diesem 
Zwecke wurden in die gefundene Grleichung der Minimalfläche die 
"Werthe x ^ ^ta, y = -^to eingesetzt und mit Hülfe derselben vnirde 
ein zugehörender "Werth —e^ von z berechnet. Bei der Substitution 
JTW = i(ov ist mit hinreichender Näherung, vergl. S. 88 und Jaeobi, 
Fundamenta p. 184 , 

/. ,ä_cos3!^\ 
(l+2ftcos2!) + 2ä*-cos4??) \ cosii / 

l(u} = cotg V ■ -p- -^^^ ^^^ 2^ ^ 2^, ^^^ ^^j ' d^h'- ^^~^) ' 
V sin V / 

h = 0,017972387 
logvulg/s = 0,25460576-2 
u = ^co, V = arc(22''30'); 
logvulgA{i(a) = 0,4052541; log vixlg A (^„ ) = 0,1666935. 

Hieraus hat sich ergeben 

«„ = arc(34»66'20;'l) und ^„ = o. 0,77642. 

Es sind also angenähert 

a; -= Jra, «/ = |(o, £■ = -«■0,77642 

die Coordinaten eines Punktes der Minimalfläche ; bei dem Para- 
boloid entspricht denselben Werthen von x und y der "Werth 
« = —03-0,75. Der Unterschied beider Ordinaten beträgt also 

0-0,02642; es beträgst also an dieser Stelle der parallel der 
Äf-Axe gemessene Abstand beider Flächen nur wenig mehr als ^■ra. 

Grösser zeigt sich der Unterschied in den Werthen der Haupt- 
krümmungsradien. Beiden Flächen ist der Punkt x ^ a , y ^^ a, 
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s = —10 gemeinsam; der Hauptkrümmnngsradius der JEnimalfläclie 
in diesem Punkte tat die Länge 1 (vergl. S. 49), derjenige des hy- 
perbolischen Paraboloides hingegen hat in demselben Punkte die Länge 
ra = 0,863. 

Zu 8. 93. 

^^) J. Plateau: Recherehes exp^meniales et theoriques sur les 
figures d'equüibre d'une masse liquide sans pesanteur. Septteme Serie. 
§. 44. Memoires de VAcademie royale de Belgique. Tome XXXVI. 
(1866). PoggendorfP's Annalen Band CXXX. S. 275. 
2m S. 96. 

*') Das in Fig. 24 (S. 96) abgebildete Gestell ist auch von Herrn 
Plateau {BScherches expet-imentales etc. Dixieme S6rie. §. 43. Me- 
inoires de l'Äeade^nie royale de Selgique. Tome XXXVII. [1868]) be- 
schrieben und abgebildet worden. Es darf jedoch ans dem von Herrn 
Plateau beschriebenen physikalischen Vorgange nicht geschlossen 
werden, dass, wenn die Hohe jenes quadratischen Prismaa beträchtlich 
grösser ist als die Seite der. Grundiläche, durch jenes Achtseit mehr 
als ein einfach zusammenhängendes von demselben vollständig be- 
grenztes, im Innern von singulären Stellen freies Minimalflachenstück 
gelegt werden kann, für welches die beiden Symmetrie - Ebenen des 
Achtseits ebenfalls Sjonmetrie- Ebenen sind ; denn eine genauere Unter- 
suchung führt zu dem Resultate, dass durch ein solches Achtseit nur 
ein einziges Minimalflächenstück gelegt werden kann, welches die an- 
gegebenen Eigenschaften besitzt. Dieses MinimaLflächenstück enthält 
auch den Mittelpunkt des quadratischen Prismas. Die Nichtüberein- 
stimmung des Ergebnisses des Experimentes mit diesem rein mathe- 
matischen Satze ist dadurch zit erklären, dass in dem angegebenen 
Falle geringe Abweichungen der Begrenzungslinie von der mathema- 
tisch definirten G-estalt sehr beträchtliche Aenderungen der Grestalt 
des durch die Begrenzung bestimmten Minimalflächenstückes zur Folge 
haben können, während andererseits diese Veränderlichkeit der Grrenze 
bei dem Experimente ihre Erklärung darin findet, dass genau genom- 
men der Draht, aus welchem das Gestell gebildet ist, eine endliche 
Dicke hat und also eigentlich nur die röhrenförmige Oberfläche der 
am Drahte adhärir enden und denselben mantelartig nmgel) enden 
Flüssigkeits Schicht in Betracht zu ziehen ist. 
Zu S. 96. 

^*) Seherk: Acta socieiatis Jablonovianae. Vol. IV. p, 205. 1832. 
Crelle'a Jonrnal Bd. 13. S. 185, J, Plateau: Tiecherches experimen- 



y Google 



icr specieileu Minimalfliiclie. Änliang. 

tales etc- Dixieme Serie:- Resultats oblenus par les geometres, et verißca- 
tions experimentales. §. 40. 

Zu S. 99. 
^*) Lindelöf et Moigno: Legons sur le calciä des variations. 
Paris 1861, No. 102—105. 

Zu S. 101. 
^'') Man vergleiche den Lihalt der Anmerkung ^''). Setzt man in 
den Formeln (D) des Herrn Weierstrass (Monatsberichte 1866 
S.619) statt %{s) 2e'"^s-' so ergibt sich; 

x-[-yi = —2{e'^s + e-"s~'), 
x—yi^ — 2{e°V + e"""s,), 
^ = 2 e''Hns-{-2e~°Hns^, 

= 2 cos a ■ In (ss, ) + 2* sin « ■ In (ss~' ), 

Ans diesen Formeln ergibt sich durch MnltipHcation und Division 
x'+p' = 8cos2ß+4(sSj+s-'s7'), 
x + yi e"^ ss^+ e'"' _^ 

x-^yi ~ e"''^5s,+ e'"' ' ' ' 

ferner, wenn (iai)H{i!/)° -= »■^ sin a = a, ama =^l gesetzt wird 

1 = (\/j-' + a' + \jr'~^¥) ■ (\lr^^ - s/r^'^^) , 

5S.-1 =. 2(\/i^N^+\/»^^^r6^)-0"^^^F, '^^ ~ V»^^^^ ' 
i ^ tt(gs.-l) + i6( g5,+l) x + yi 



+ a ■ arctg' — , 



Diese Fläche, deren Grleichnug wie im Text erwähnt zuerst von Herrn 
Scherk gegeben worden ist, stellt also nach dem Inhalte von 
Anmerkung ''") die allgemeine Eiegmigsfläche der anf S. 100 erwähnten 




y Google 



Bestimmung einer speciellcn Minimal fläche, Anhang. j^25 

ErOtatioosfläche der Ketteidinie dar, unter der Bedingung, dass diese 
Biegungsfläclie wieder eine Mininialfl-äche sein soll. 

Zu demselben Resultat gelaugt Herr 0. Bonne t in seiner im 
Journal de l'jßeole polytechnique , Cahier 42, 1867 abgedruckten Preis- 
sehrift; Memoire sur la theorie des surfaces applicables ä une swfaee 
donnee. (1860) p. 9—15. 

Audi in anderen der in Anmerkung ^"'j citirten Abhandlungen der 
Autoren Bonnet, Bour, Catalan und Enneper werden diese 
Flächen untersucht. 

Zu S. 108. 

^'') Diese Polyederoberflachen sind so beschaffen , dass sie drei 
oder vier Symmetrie-Ebenen besitzen und so gewählt, dass die Summe 
der in jeder Ecke zusammenstossenden Kantenwiukel drei Hechte be- 
trägt. Die conforme und eindeutige Abbildung der Kugeloberfläche 
auf die Oberfläche dieser Polyeder wird vermittelt durch das Integral 

r ds 

Man vergleiche hierüber: Monatsberichte 1865 S. 150*); 1870 S. 791. 
Borehardt's Journal Bd. 70 S. 119. **) 

Die conforme Abbildung der Kugel und also auch der Minimal- 
fläche selbst auf die Oberfläche des betreffenden Polyeders ist hierbei 
eine solche, dass den Krümmungslinien der Minimalfiächcn zwei 
Sehaaren von auf einander senkrechten Geraden entsprechen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass die Bestimmung des Flächen- 
inhalts von solchen Theilen der in dem Nachtrage betrachteten Mini- 
malflächen, welche von geradlinigen Strecken begrenzt sind, nach dem 
in der Anmerkung*') angeführten Eie mann sehen Satze ebenfalls 
auf die Bestimmung der Perioden von elliptischen Integralen zurück- 
geführt wird. 

*) S. 2 diesea Bandes 
**) Die beiden letzten AViandl a^ea 

Ueber die Integra on de pa t eilen D fle ent a le 1 u „ 



r vorgeschriele en Gre z 



Ueber einige Abb Id gsiufnil 
sind abgedruckt im iiweiten Baude 1er otl e; 
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Fortgesetzte Untersuchungen über specielle 
MinimalÜächen. 



mitgelhoiit. Uonatahericiitn der Könjglichon 
1873, Saite 3-27. 

Eine der Aufgaben, welche Ger gönne bezüglich der Bestiinmnng 
von Minimalflächen unter vorgeschriebenen Grrenzbedingungen im 7ten 
Bande seiner Annales de Mathematiques (1816) gestellt hat, ist folgende : 
Conper un ciihe en deux parties, de teile manifere que la sec- 
tion vienne ae tenniner aux diagonales inverses de denx faces 
opposöes , et qne l'aire de cette section , tcrminee ä la surfaee 
du eube, soit un niinimum? 

Donner, en outre, l'^quation de la cotirbe snivant laquelle la 
surfaee coupante coupe chacune des autres faces de ce eube? 
In demselben Bande der Annales stellt T^d^nat in zwei Aufsätzen 
eine Sehraubenüäche als Lösung der angegebenen Aufgabe hin, gleich- 
zeitig äussert jedoch bereits Grergonne in verschiedenen Anmer- 
kungen bezüglich der Richtigkeit dieser vorgeblichen Losung gewich- 
tige Bedenken , welche in der Behauptung gipfeln : Nichts beweist, 
dass die von T^d^nat gefundene Minimalfläehe diejenige ist, durch 
welche die gestellte Aufgabe gelöst wird, 

Die T^denatscbe Lösung ist unrichtig, weil dieselbe eine der 
bei dieser Aufgabe auftretenden Grenzbedingungen , in deren Auf- 
stellung sich a. a. 0, eine Lücke vorfindet , unerfüllt lässt, indem die 
von der Variation der Grenzen abhängenden Glieder der ersten Va- 
riation nicht gleich Null sind. 

Hiemach ist auch eine neuerdings aufgestellte Behauptung „es 
sei von den Gergonneschen Aufgaben nur die einfachste, die auf 
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die Schraub enfläche führe, von Tcdenat gelöst worden", zu be- 
richtigeB. 

Der Königliulieii Akademie beehre ich mich, in dem vorliegenden 
Aufsatz eine Untersuchung mitzutheilen , aus welcher iinter anderem 
hervorgeht, dass durch die angegebene G e r g o n n e sehe Aufgabe zwei 
(zu einander symmetrische) Minimalfläehen bestimmt viferden, welche 
den aus der Aufgab estellnug sich ergebenden analytischen Bedin- 
gungen genügen und welote zugleich specielle Falle derjenigen Mini- 
malfläehen sind , die in dem Nachtrage zu meiner im Jahre 1867 der 
Königlichen Akademie vorgelegten Abhandlung „Bestimmung einer 
speciellen Minimiilfläehe"*) betrachtet werden. 

1. 

Nach einer von Graus s herrührenden !Pormel (Werke Bd. V 
S. 65) besteht die Variation äS, welche der Flächeninhalt eines ein- 
fach zusammenhängenden, von einer in sich zurückkehrenden Linie L 
begrenzten Flächenstückes jS bei einer Variation dieses Flächenstüekes 
erfährt, im Allgemeinen aus zwei Theilen. Während der erste dieser 
beiden Theile ein über alle Elemente von 8 zu erstreckendes Doppel- 
integral ist, dessen Element die mittlere Krümmung der Fläche an 
der betreffenden Stelle als Factor enthält, ist der zweite Theil ein 
über alle Elemente der Begrenzungslinie L zu erstreckendes einfaches 
Integral. 

Bezeichnet dL die Länge eines Elementes der Begrenzungslinie 
L, p die Richtung der Tangente einer dem Flächenstücke S angehö- 
renden Linie, welche von dem Elemente dL in das Innere von S führt 
und auf diesem Elemente perpendieular steht, wobei die Richtung vom 
Rande aus nach innen als positiv angenommen wird, bezeichnet ferner 
Se die absolute Grösse der Verschiebung des Elementes dL und 
dp =: äe- cos {p, Se) der Grösse und Richtung nach die Projection dieser 
Verschiebung auf das Perpendikel p, so ist der zweite Theil der Va- 
riation des Flächeninhalts des Stückes S das über alle Elemente dL 
der Eegrenzungslinie L zu erstreckende Integral 

-JSp-dL = -j'Se-oos{p,Se)-dL. 

Soll die Fläche S die Eigenschaft haben, innerhalb vorgeschrie- 
bener Grenzen einen möglichst kleinen Flächeninhalt zu besitzen, so 

*) Siehe S. 93—108 dieses Bandes. 
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mus3 die erste Variation dieses riächeninhalts gleich Null sein, wor- 
aus bekanntlich geschlossen wird, dass die mittlere Krümmung dea 
I'lächenstiiekes überall den Werth NuU haben rauss. 

Ist nun die BegrenzuugsKnie L des gesuchten Fläehenstiickes S 
in allen ihren Theilen gegeben, so ist die Variation Se fiir alle Punkte 
derselben gleich Null, also ist auch für aUe Punkte der Begrenzung 
die Grösse Sp = Se-ws{p,Se) gleich NuU, und es liefert daher das 
über die Begrenzung von S zu erstreckende Integral —fSp-dL in 
diesem Falle keinen Beitrag zur Variation SS. Wenn hingegen die 
Begrenzungslinie oder ein oder mehrere Theile derselben nicht selbst 
gegeben sind , sondern an die Stelle derselben gegehene Flächen 
treten, auf denen die nicht gegebenen Theile der Begrenzung L 
liegen sollen, beziehungsweise frei variiren können, während es sich 
erst noch darum handelt, diejenige Gestalt der nicht gegebenen Theile 
der Begrenzungslinie zu ermitteln, für welche die Fläche S einen 
möglichst kleinen Flächeninhalt besitzt, so tritt zu der Hanptbedin- 
gung , dass die mittlere Krümmung in jedem Punkte des Flächen- 
stückes S gleich Null sein soll, noch die Grenzbedingung hinzu: 
Ueberall, wo die Begrenzungslinie nicht selbst vorgeschrieben ist, 
sondern an deren Stelle eine gegebene Fläche F tritt, auf welcher 
die Fläche S endigen soll , muss für den Fall des Minimums längs 
der Endigung der Factor cos (p, de) gleich Null sein; mit andern 
Worten: es muss in allen Punkten des auf der Fläche F liegenden 
TheUes der Begrenzung von S die Tangentialebene von S mit der 
Tangentialebene von F einen rechten Winkel einschliessen. 

Die Grenzbedingungen , denen die Fläche S für den Fall des Mi- 
nimums genügen muss , können also folgende Form erhalten : Die 
Fläche S soU' „längs gegebener Linien L endigen", oder „gegebene 
Flächen F rechtvrinklig treifen" oder endlich „längs gegebener Linien 
L endigen und gegebene Flächen F rechtwinklig treffen." 

Zu denjenigen Aufgaben, bei welchen die Grenzbedingungen die 
zuletzt angegebene Form erhalten, gehört auch die specielle im Ein- 
gänge erwähnte Aufgabe Gergonne's. Die Bedingung des Recht- 
winkligstehens hat Gergonne, als derselbe dieAufgahe stellte, wohl 
nicht gekannt, vermuthlich weil zu jener Zeit das Rechnen mit Doppel- 
integralen , wenn auch die Grenzen derselben zu variiren sind , nicht 
hinreichend entwickelt war; es würde indessen nicht schwer gewesen 
sein, für den speciellen Fall der Gergonn eschen Aufgabe die Grenz- 
bedingung des Rechtwinkligstebens auch ohne Zuhülfenahme der 
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(lanssischeii Formel mit Hülfe der Formel 



q dx —p d': 



herzuleiten , weil es bei dieser Aufgabe hinreiclit , nur solche Varia- 
tionen ins Auge zu fassen, bei denen die veränderlichen Theile der 
BegrenzuDgslinie in denselben der ^-Axe parallelen Ebenen bleiben.. 

(Vergl. Gauss Werke Bd. Y S. 58 Art. 21.) 

Dass aber Grergonne richtig erkannt hat, zu welcher Gruppe 
von Aufgaben die in Rede stehende specielle Aufgabe gehört, geht 
daraus hervor, dass derselbe in einer Anmerkung (Aimales Tome V'Ii. 
p. 153) sieh folgendermassen ausdrückt: Le problfeme g^nöral, dont 
celui-ci est un cas particulier, serait le auivant: Denx portions de 
courbes , Isoldes l'une de l'autre , se terminant de part et d'autre ä. 
deux surfaces courbes , aussi isoUes l'une de l'autre ^tant donn^es ; 
faire passer par ces deux courbes nne aurface dont l'^tendue, com- 
prise entre elles et les deux surfaces donnees , soit la moindre 
poasible ? 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Aufgabe, eine einfach 
zusammenhängende Minimalfläche zu bestimmen, welche vorgeschrie- 
benen Grrenzbedingungen der angegebenen Art genügt, nicht immer 
eine bestimmte ist. Abgesehen davon, dass es Fälle gibt, in denen 
durch dieselbe Begrenzungslinie mehr als eine einfach zusammen- 
hängende Minimalfiäche gelegt werden kann, welche in ihrem Innern 
von singulären Stellen frei ist, gibt es Fälle, in denen unendlich viele 
Minimalflächen allen Bedingungen genügen. Man braucht z. B. nur 
an den Fall zu denken, in welchem eine von einem variablen Para- 
meter abhängende Schaar von Minimalflächen von einer röhrenförmigen 
Mäche, welche auf den einzelnen Flächen der Schaar Flächenstücke 
von endlicher Ausdehnung begrenzt , orthogonal durchsetzt wird. 
Denkt man sieh nun diese Eöhrenfläche gegeben , so ist ersichtlich, 
dass es unendlich viele einfach zusammenhängende Flächenstücke gibt, 
welche der erstbetrachteten Schaar angehören und welche demnach 
mit der Eigenschaft, dass die mittlere Krümmung in jedem Punkte 
derselben den "Werth Null hat, die Eigenschaft verbinden, die gege- 
bene Fläche rechtwinklig zu treffen, woraus sich übrigens ergibt, dass 
alle diese Fläehenstücke gleichen Flächeninhalt haben. 



y Google 



3 UiitcrsuRiiungeii illiei' specielle Minimaißächen, 

2. 

Der einfachste Fall der im Vorhergehenden erwähnten allgemei- 
neren Aufgabe tritt offenbar dann ein, wenn die Linien L gerade 
Linien und die Plächen F Ebenen sind. In diesem Falle treten 
folgende beiden Sätze in Kraft: 

I. Jede auf einem Stücke einer Minimalfläche liegende Gerade 
ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses 
Stückes entstehenden Minimalfläche. 
II. Wenn auf einem Stücke einer Minimalfläche eine ebene Curve 
Kegt, längs welcher die Tangentialebene der Fläche und die 
Ebene der Curve miteinander einen rechten "Winkel ein- 
schliessen, so ist die Ebene dieser Curve eine Symmetrie-Ebene 
derjenigen Miniraalfläche, welche durch analytische Fortsetzung 
dieses Stückes entsteht. 
Diese beiden Sätze, auf welche ich gelegentlich der Untersuchung 
einer speciellen Minimalfläche (vergl. Monatsberichte 1865S. 1B2)*) 
geführt worden bin , sind specielle Fälle eines allgemeineren Satzes, 
dessen Kenntniss ich einer gütigen mündlichen Mittheüung des Hm. 
Weierstrass verdanke und von dem ich in der Folge eine wich- 
tige Anwendung machen werde. 

Mit Hülfe dieser Sätze habe ich versucht, folgende Aufgabe zu 
losen : 

„Gregeben ist eine zusammenhängende geschlossene Kette, 
„deren Glieder von geradlinigen Strecken, oder von Ebenen, 
„oder von geradlinigen Strecken und von Ebenen gebildet 
„werden; gesucht wird ein einfach zusammenhängendes, in sei- 
„nem Innern von singulären Stellen freies Minimalflächenstüek, 
„welches von den geradlinigen und von den ebenen G-liedern 
„der Kette begrenzt wird und die letzteren rechtwinklig ti'ifft," 
Die vorstehende Aufgabe ist für den Fall , dass die Glieder der 
Kette nur von geradlinigen Strecken gebildet werden, in allgemeinster 
Weise von Hm. Weierstrass gelöst worden (Monatsberichte 1866 
S. 855 u. 856). Die Untersuchungen Riemann's über dieselbe Auf- 
gabe liegen in einer Bearbeitung desHm.Hattendorff vor. (Äbhandl. 
der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen Bd. 13) 

Die Functionen, welche Hr. Weierstrass mit G{u) und E{u) 
bezeichnet hat, genügen auch in dem hier angegebenen Falle einer 



*) Siehe S. 1^5 dieses Bandes. 
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und derselben linearen Differentialgleicliung zweiter Ordnung, deren 
Coefficienten rationale Functionen von m sind, übereinstimmeud mit 
dem von Hrn. Wei erstrass a.a.O. angegebenen Resultate. "Wäti- 
rend aber die Determinante G{u)-H'(u)—H(u)-G'{ii) in den Fällen, 
in welchen die erwähnte Kette nur geradlinige oder nur ebene Glieder 
enthält, eine rationale Function von u ist, hat für den allgemeinen 
Fall, in welchem die Kette geradlinige und ebene G-lieder enthält, 
erat das Quadrat dieser Determinante die Eigenschaft, eine rationale 
Function von u zu sein. 

In dem einfachen Falle , in welchem die Kette aus zwei gerad- 
linigen Strecken und einer Ebene, oder aus zwei Ebenen und einer 
geradlinigen Strecke besteht, führt jene Differentialgleichung auf die 
bekannte Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 

In dem allgemeinen Falle tritt hingegen , was nicht übersehen 
werden darf, zu denjenigen "Werthen des Arguments, welche fiir die 
Differentialgleichimg wesentlich singulär sind, noch ei 
Anzahl ansserwesentlich singulärer Werthe hinzu. 

3. 
Wird die G- er gönne sehe Aufgabe (vergl, den im Eingänge dieses 
Aufsatzes wiedergegebenen Wortlaut der ursprünglichen Fassung der- 
selben) so verstanden, dass überhaupt die erste Variation des Flächen- 
inhalts der gesuchten Fläche gleich Null sein soll, so lässt diese Auf- 
gabe unendlich viele Lösungen zii, wie ich in der Folge zeigen 
werde. Um indessen von vorn herein von der Art und Weise des 
Auftretens von unendlich vielen Lösungen in einem solchen Falle eine 
deutliche Vorstellung zu gewinnen, kann man die Aufgabe dadurch 
etwas vereinfachen, dass man an die Stelle des Würfels in der Ger- 
gonne scheu Aufgabe einen geraden Kreiscylinder treten lässt, dessen 
Oberfläche und dessen Inneres in Bezug auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem durch die Bedingungen 

gegeben sein möge. Den beiden Diagonalen der Ger gonnesclien 
Aufgabe mögen die Geraden 

y = x, = ^a; y ^ -,«, = -i!t 

entsprechen. Dann genügen die im Innern dieses Cylindera liegenden 
Stücke der durch die Gleichungen 

9* 
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tg(2,+l)^ = (-!)■■-!-. tg(2n + l)^ = (-1)-. 



dargestellten rechts und links gewnndenen Scliraubenfläolien für jeden 
ganzzahligen Werth der Zahl n den vorgeschriebenen Bedingungen, 
die beiden geraden Linien zii enthalten und die gegebene Cyliiider- 
fläohe rechtwinklig zi\ treffen. 

Der Flächeninhalt S dieser Stücke wird gegeben durch die Formel 

S = ^f^l+(2n + iyr'-dr 

und erlangt unter den angegebenen Voraussetzungen seinen kleinst- 
möglichen "Werth für n = d. (Vergl. die Aufsätze Tedöuat's im 
7ten Bande der Annales.) 

Bezüglich der Gr e r g o n n e sehen Auf gäbe beschränke ich nun die 
Untersuchung auf den Fall, welcher dem "Werthe « ^ bei der so- 
eben betrachteten einfacheren Aufgabe entspricht, in welchem also die 
im Vorhergehenden betrachtete Kette nur vier Glieder enthält, 
nämlich zwei geradlinige Strecken, welche mit zwei Ebenen abwech- 
seln. (Vergl, die spätere Fassung, welche Gergonne seiner Auf- 
gabe gegeben hat.) 

Zur Lösung der so sich ergebenden Aufgabe führt nun folgende 
Betrachtungsweise. 

Es sei S ein einfach zusammenhängendes zwischen den Ebenen 
zweier gegenüberliegenden Seitenflächen a'b und c'd des gegebenen 
Würfels (Tafel 4 Fig. 1.) liegendes und diese Ebenen längs der Linien 
ab' imd cd' rechtwinklig treffendes Stück einer Minimalfläche, welches 
in seinem Innern von singulären Stellen frei ist und dessen vollstän- 
dige Begrenzung von den genannten beiden Linien ab' und cd' und 
von den beiden (nicht parallelen) Diagonalen ac und b'd' eines anderen 
Paares gegenüberliegender Seitenflächen des Würfels gebildet wird. 
Biese vier Theile der Begrenzung von S mögen der Kürze wegen mit 
(ß)i if)i (9)' W bezeichnet werden. Es handelt sich darum, aus den 
angegebenen Eigenschaften das Flächenstück S und die Gestalt der 
in den Ebenen a'b und c'd liegenden Linien (e) und (/") analytisch zu 
bestimmen. 

Vermöge der angegebenen beiden Symmetriegesetze kann das 
Flächenstück S über seine Begrenzung hinaus analytisch fortgesetzt 
werden. , An dieses Flächenstück jS denke man sich zunächst die 
symmetrische Wiederholung desselben in Bezug auf die Ebene a'h, 
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nämlicli daa Flächenstück S, angefügt. Hierauf denke man sich an 
die beiden Tläclienatöcke S und S^, welche längs der Lüiie (e) mit 
einander zusammenhängen und daher in ihrer Vereinigung ein eben- 
falls einfach zusammenhängendes Flächenstnck iS + Sj bilden, die sym- 
metrischen "Wiederholungen der beiden Flächenstüeke S und S, in Be- 
ziehung auf die geradlinigen Strecken (h) und (A), angefügt, welche 
mit S, und S^ bezeichnet werden mögen. Es fallen dann die Ebenen 
der Linien (/■), und (f\ mit der Ebene bc' und die Ebenen der Linien 
(e), und (e\ mit der Ebene aä' zusammen, während gleichzeitig die 
vier ElächenstUcke jS,, y9, S, und jS^ in ihrer Vereinigung wieder ein 
einfach zusammenhängendes Plächenstück bilden. Denkt man sich 
nun dieses Flächenstiick über die Linie {e),+ (e)s hinaus anajytisch 
fortgesetzt, d. h, in Bezug auf die Ebene dieser Linie symmetrisch 
wiederholt, wobei die Wiederholungen von 8,SS,S^ beziehlich mit 
S, S^ S^ S, bezeichnet werden mögen, so bilden die acht Mächenstöcke 
S bis S„ von denen S, S^ S, dem Flächenstücke S congruent, die vier 
andern demselben symmetrisch sind, ein einfach zusammenhängendes 
Flächenstiick M, dessen Inneres von singulären Stellen frei ist. Die 
einzelnen TheUe der Begrenzung dieses Flächenstückes haben paar- 
weise parallele Lage , während gleichzeitig die Normalen der Fläche 
in entsprechenden Punkten correspondirender Begrenzungstheile pa- 
rallel sind. (Den Flächenstücken S S^S^- ■ ■ S, entsprechen in Fig. 2 
auf Tafel 4 beziehlich diejenigen Flächenstücke, welche mit 8 1 2 ■ ■ ■ 7 
bezeichnet sind.) 

Wenn daher die Punkte des Flächenstückes M in der bekannten 
Weise durch pai*allele Normalen auf die Fläche einer Kugel bezogen 
werden, so bedeckt die diesem Flächenstück entsprechende einfach 
zusammenhängende sphärische Fläche 2" die K\\gelfläche vollständig 
und zwar in der Weise , dass geschlossen werden kann , es sei die 
Fläche T' durch Querschnitte aus einer mehrfach zusanunenhängenden 
Riemannschen Kugelfläche T entstanden. 

Hieraus folgt , dass die in den allgemeinen , die analytische Dar- 
stellung der Minimalflächen betreffenden Formeln (D) des Hrn. 
Weierstrass (Monatsber. 1866 S. 619) auftretende Function ^(s) 
eine algebraische Function ihres Argumentes ist. Eine einfache 
Abzahlung zeigt, dass sechs Querschnitte erforderlich sind, um die 
geschlossene Fläche T in eine einfach zusammenhängende Fläche T' 
zu zerschneiden; es gehört daher die Function %(s) nach der E le- 
rn an n sehen Eintheihuig der algebraischen Fiinotionen in Klassen zu 
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einer Klasse, bei der die Zahl, welche die Ordnung des Zusammen- 
hangs der die Verzweigung der Function geometrisch darstellenden 
Mäche ausdrückt, gleich sieben und die Anzahl der linear von ein- 
ander unabhängigen IntegTale erster Art gleich drei ist. In dem 
vorliegenden Falle müssen die Integrale, deren reelle Tlieile die drei 
Coordinaten eines beliebigen Punttes von M sind, 

u=.J{l^s')%{s)ds, V =fi{l+s'')^{s)ds, tv=f2s%(s)ds 

— wobei u, V, w nicht dieselben Grössen bezeichnen, die in der Ab- 
handlung des Hrn. Weierstrass mit m, w, w bezeichnet sind — 
drei Integrale erster Art sein und da zwischen den drei Differen- 
tialen du, dv, äti) die identische Relation 

{duf^{dvy->r{dwf= 

besteht, so sind diese Integrale hyperelliptische. Mit andern 
Worten, die Function %{s) ist in dem vorliegenden i'alle gleich dem 
reciproken "Werthe der Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
achten Grades von s. Wird diese ganze Function mit 1-R(s) be- 
zeichnet, so ergibt sich 

Die drei Strecken ab , ad , aa' mögen beziehungsweise die posi- 
tiven Richtungen der x-, y- und .^-Äxe bezeichnen, und s möge gleich 
I + )ji gesetzt werden , so folgt aus der Bedingung , dass den beiden 
Geraden g ^ ± i? auch auf der Minirtialfläche gerade Linien ent- 
sprechen sollen , dass die acht Wurzeln der Gleichung fi (s) ;= in 
Beziehung auf die beiden Geraden | ^ ± tj symmetrische Lage haben, 
und zwar überzeugt man sich durch geometiische Betrachtungen, dass 
im vorliegenden Falle diese Wurzeln sämmtlich auf den beiden Ge- 
raden § ^ imd ij = liegen müssen. Man hat also 

,H(») = C(r;-S')(.-,'-»') 

ZU setzen, wo r^ und r^ zwei reelle positive Grössen bezeichnen und 
r, < r, sein möge. Der Constanten C , welcher ein reeller positiver 
Werth beizulegen ist, möge der Einfachheit wegen der Werth 1 ge- 
geben werden , wodurch zugleich auch über die absolute Grösse der 
Haviptkrümmungsradien in den dem Werthe s = co 
Punkten des Flächenstückes S verfügt ist. 
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Denkt mau aich nun in die Mäche desjenigen Quadranten der 
Ebene, in welchem ^ positiv und vf ^ |' ist, längs der Axe des Reellen 
^ = vom Punkte s = bis zum Punkte s = r, und vom Punkte 
s ^= CO bis zum Punkte s ^ r, zwei Einscbnitte gemacht, so ent- 
spricht dem hierdurch entstandenen einfach zusammenhängenden Ge- 
biete eia von zwei geraden Strecken und von zwei ebenen Kriimmungs- 
linien begrenztes einfach zusammenhängendes Stück einer Minimal- 
flache. Dem die Punkte s = »■, und s = i\ verbindenden Theile der 
Axe des Reellen entspricht auf der Minimalfläche eine der j/-Axe pa- 
rallele gerade Linie , welche eine Symmetrieaxe des betrachteten 
Eläehenatüekes ist. Diese G-erade verbindet diejenigen beiden Punkte 
der Begrenziuig desselben, welche den Punkten s ^ »■, und s ^ r^ 
entsprechen und die Eigenschaft haben , dass durch dieselben ausser 
der erwähnten Geraden noch zwei andere Asymptotenlinien der Eläche 
hindurchgehen, welche, wenn ü(s) = 1 — 14s*-fs* gesetzt wird, eben- 
falls geradlinig sind, diese Eigenschaft jedoch im allgemeinen Falle 
nicht haben. 

Da die Projectionen der erwähnten beiden ebenen Krümmungs- 
linien auf die Ebene « = 0, wie eine einfache Rechnung zeigt, nur 
dann gleiche Länge haben, wenn das Product r^-r^ den "Werth 1 hat, 
so ist für den vorliegenden Eall t\ = »*7' ^^ setzen und es haben in 
Folge dessen die acht Wurzeln der Gleichung It{s) = auch in 
Bezug aai die Kreislinie |'+ ij' = 1 symmetrische Lage. 

Dieser Kreislinie entspricht dann auf der lEnimalfläche eine 
gerade Linie, welche mit den beiden geraden Strecken der Begren- 
zung, deren Mittelpunkte sie verbindet, rechte Winkel einsehliesst ; 
diese Gerade ist ebenfalls eine Syrmnetrieaxe des Flächenstückes 8. 

Wird der Constanten r, irgend ein zwischen vmd 1 liegender 
reeller Werth )■ beigelegt, so liegt das betrachtete Flächenstück ganz 
innerhalb eines geraden quadi-atischen Prisma, auf dessen Oberfläche 
die Begrenzung dieses Flächenstückes liegt. Sowohl die absolute 
Länge der einzelnen Kanten des erwähnten' Prisma , als auch das 
Verhältniss t der Höhe desselben zur Seite der quadratischen Grund- 
fläche .sind innerhalb des angegebenen Intervalles eindeutige Functio- 
nen von r und zwar gehört auch umgekehrt zu jedem Werthe dieses 
Verhältnisses t nur ein einziger zwischen und 1 liegender Werth 



von r. 

Bezeichnet man die halbe Seite jenes Quadrates mit o,, die halbe 
Höhe des Prisma mit m,., so ergibt sich unter Benutzung der Jacobi- 
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schell Bezeidmuiigsweise 



2i- 



Väa+r'j 



■ '^'-K, 



unter der Voraussetzung, dass den zugehorenden Moduln 7i, und /c, 
die Werthe 

1-'" 



*, 



\l2{Ur-)- 



beigelegt werden. 

Soll mm das quadratische Prisma in eiaen Würfel übergehen, 
also 0), = Mj sein, so ergibt sich, wenn r == tg^y gesetzt wird, für 
den Winkel y der Werth 67''8'31"S8; einen Winkel von dieser Grösse 
scblieast die Normale der Fläche in den den Werthen s = ^ und 
s = »■"' entsprechenden Paukten mit der Ä-Axe ein. Für diesen Werth 
von r ergibt sich beiläufig et, ^ a^ = 1,39704, während für die 
Grösse des Flächeninhalts des betrachteten Stückes S der Werth 
tx}\ ■ 4,93482 gefunden wird. 

Es ist hierbei zu bemerken , dass , wenn n eine ganze positive 
Zahl bedeutet, auch die Bedingung w, = (ßn + t}co, zu einer Lösung 
der Ger gönn eschen Aufgabe in dem oben angegebenen allgemei- 
neren Sinne führt , und hiermit ist bewiesen , dass die gestellte Auf- 
gabe, wenn dieselbe in diesem Sinne verstanden wird, unendlich viele 
Lösungen zulässt. 



Aus der vorhergehenden Untersuchung ergibt sich unter anderem, 
dass die gefundene Minimalfläche zu denjenigen speciellen Minimal- 
fläehen gehört, welche in dem Nachtrag zu meiner Abhandlung „Be- 
stimmung einer speciellen Minimalfläche" *) betrachtet werden. Die be- 
sondere Eigenschaft dieser Flächen, dass die auf rechtwinklige Coor- 
dinaten bezogene Gleichung derselben rational ausdrückbar ist durch 
elliptische Fiinctionen, deren Argvunente ganze lineare Functionen der 
Coordinaten sind, kommt daher auch der im Vorhergehenden gefun- 
denen Minimalfläche zu. 

Das Verfahren , welches in der genannten Abhandlimg zu der 
Gleichung 

fiv + vX + Xii +1 = 

'■') Siehe S. 92—102 dieses Bandes. 
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geführt liat , lässt sicli nocli etwas vereinfachen und gleicLzeitlg so 
verallgemeinern , dass dasselbe überhaupt auf den Fall , in welchem 
die acht "Wurzeln der Gleichung B(s) = in Bezug auf die drei 
Linien § ^ 0, ij = 0, 1"+^° == 1 symmetrisch liegen (wobei die 
Lage derselben dann von zwei variablen Parametern abhängt), allge- 
meine Anwendung findet. Das Hauptergebniss , zu dem ich gelangt 
bin und welches mir der Beachtung nicht unwerth zu sein scheint, 
besteht nun darin, dass, wenn von einigen G-renzfällen abgesehen 
wird, von denen in der Folge die Rede sein wird, die Gleichung aller 
jener Flächen in dieselbe specielle Form gesetzt werden kann, z. B. 
in die angegebene , in welcher dann die drei Grössen X, ^, v wieder 
elliptische Functionen der rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes der Fläche bedeuten, wobei indessen die Constanten, durch 
welche diese elliptischen Functionen näher bestimmt werden , im All- 
gemeinen für die drei Functionen verschieden sind. 

Es ist nicht wesentlich, die angegebene specieUe Form der 
Gleichung beizubehalten , vielmehr scheint die Gleichung 

in welche jene durch die gleichzeitigen Substitutionen 

übergeht , vor derselben in gewisser Hinsicht einige Vorzüge zu 
haben. 

Ausgehend von den bereits erwähnten Formeln (D) des Hm. 
Weierstrass setze man 

^^'^ = WM' 

wobei die Coefficienten Ä, B, reelle Werthe haben , welche später 
genauer bestimmt werden sollen, und transformire die drei Integral- 
functionen 

.,-,.. =/(i-s-)g(,)*, 
..-».=. /i(l+s')ä(.)*, 
II'- 1»,= /2sg(s)(Js 
mittelst fiel" Formeln 
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"/ ~ " "2s" ' m ~ T-s' ' n "^ i{l+s') ' 

in welchen X, ^, v drei neue veränderliche Grössen und l, m, n drei 
Constanten bezeichnen , deren Product den Werth 1 hat. Dann er- 
geben sieh die (xleichnngen 



' \/Cm'+{G+Ä-B)m'ti''+Aii' ' 

/''" tiäv 

' \/An*-{- {A +B- C)»V+^^ ■ 



I'asst man ni\n die oberen Grenzen l, (i, v dieser drei Integrale 
als I"iuictionen der complexen Grrösse s auf, so sind 

x-x^ == 9i(M-M„), y-y, == Sk{v-v,) , ß-s„ = m{w-tv,), 

wo der vorgesetzte Buchstabe ^ andeiitet, dass der reelle Theil der 
nachfolgenden Grröaae genommen werden soll, die mit den Grleichiingen 
(D) des Hrn. "Weierstrass übereinstimmenden Grleicbungen der 
Minimalfläche. 

Andererseits werden aber gleichzeitig durch dieselben drei 
Grleichungen , wenn die unteren Grenzen der drei Integrale als con- 
stant, die oberen Grenzen derselben als veränderlieh betrachtet werden, 
drei elliptische Fimctionen A, ft, v bestimmt, deren Argumente bezieh- 
lich die drei G-rössen m— w^, v—v^, tv—io^ sind. 

Es wird mm behauptet, dass, wenn die drei Grössen A, n, v in 
dem letzteren Sinne als ^Functionen von u , v . «? betrachtet werden, 
die Gleichung 

A- ji-v = 1 

1) überhaupt eine Miniraalfläche darstelle , vorausgesetzt , dass die 
drei Grossen u, v , lo beziehungsweise -r- , -^ , -:- als rechtwin- 
klige Coordinaten eines Punktes im Räume gedeutet werden, 

und dass 

2) die durch diese Gleichung dargestellte Fläche im Allgemeinen 
und bei angemessener Bestimmimg der durch die Integration 
eingeführten Constanten mit der durch die Gleichungen (D) des 
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Hrn. Weierstrass dargestellten Minimalfläelie übereinstimme, 
falls die in jenen Grleichungeu auftretende Function g{s) durch 
die restsetznng 

bestimmt wird und an die Stelle der Grössen u, v, iv die Coor- 
dinaten x, y, s treten. 
Von diesen beiden Behauptungen soll zunächst die erste bewiesen 
werden. Es seien l, ^, v drei elliptische runotionen der rechtwin- 
kligen Coordinaten x, y, g, mit denen dieselben durch die Grleichungen 



\dxJ 
\dvJ 



■■ a + a'l'-|-a"A* , 



: 6 + i'ft°+ Ö'X; 



\dy/ 

verbunden sind. 

Betrachtet man nun die Coordinate s eines beliebigCE Punktes 
der durch die Grleichung Aftv = 1 dargestellten Fläche als Function 
von X und y, beziehungsweise von A und (t, so erhält mau durch eine 
ziemlich einfache Bechnnng für die mittlere Krümmung der Fläche in 
diesem Punkte den Werth 



az 

an 


■ + 


ÖY 

es 


1 1 


(1) 


4-c 


Abkitonn, 


>' mit Jl 



■l'+(3). 



-(4).F+(5)- 



mit 31 der Ausdruck 

und mit (1) bis (6) bezieUicli die AusdrüclEe 

(1) — 24"<!"-o(y+c'), 

(2) — 2be-a"(b'+ö'), 

(3) = 2c"o"-J(e'+<i'), 

(4) = 2eo-S"(«'+i.'). 

(5) = 2o"J"-c(a'+y), 

(6) — 2oS-c>'+6') 
bezeichnet sind. 
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Denkt man sich aber für die nenn Constanten ab c diejenigen 
Werthe eingesetzt, welche sich aus den Gleichungen, durch welche 
l, ft , V als elliptische Functionen von u , v , to erklärt worden sind, 
ergeben, wenn w^a;, d = j/, w = s gesetzt wird, so sind die Aus- 
drücke (1) bis (6) sämmtlich identisch gleich Null, und es stellt daher 
die Grleichung l-ji-v = 1 unter den angegebenen Voraussetzungen 
im analytischen Sinne eine Minimaifläche dar. Damit jedoch behauptet 
werden kann, daaa diese Grleichung für die hier in Betracht kommen- 
den Fälle im Allgemeinen wirklich eine reelle Fläche und nicht bloss 
eine Gleichung zwischen drei veränderlichen Grossen darsteEe , ist 
eine weitere Untersuchung erforderlich, welche zweckmässig mit dem 
Beweise der zweiten der obigen beiden Behaviptungen verbunden wird, 
zu dem ich jetzt übergehe. 

Die hier zu betrachtenden speciellen Minimalflächen können, wenn 
von Grenzfallen abgesehen wird, in drei Gruppen oingetheilt werden, 
jenachdem die die Verzweigiwg des Integrales 

f^ äs 

geometrisch darstellende von ebenen Flächen gebildete Polyeder- 
oberfläche*) 

I. ein rectanguläres Prisma begrenzt, 

oder 
H. einen körperlichen Raum begrejizt, dessen Oberfläche von vier 
gleichschenkligen Dreiecken und vier Paralleltrapezen ge- 
bildet wird, 
oder 
III, ein doppelt zu denkendes geradliniges ebenes Achtseit ist. 
Den Ecken dieser Polyeder entsprechen jedesmal die Wurzeln 
der Gleichung Il(s) = und diejenigen Punkte der Minimalfläche, 
durch welche drei von einander verschiedene Äsymptotenlinien hin- 
durchgehen. Die Winkel, welche die in diesen ausgezeichneten Punkten 
der Fläche construirten Normalen der Fläche mit den Coordinaten- 
axen einachliessen , kann man als variable Parameter ansehen , durch 
welche eine specielle Fläche innerhalb jeder der drei Gruppen näher 
bestimmt wird. 

Wenn mm die Richtungen jener Normalen für die drei Gruppen 
durch die TabeEe 

"■) 8. die Figuren 48, 44 mid 45 auf S. 108 dieses Bandes. 
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Furtge setzte Untersucliiiiigeu ülier specielle Mimraalflaclieii. 





X 


r 


Z 




I 


±003« 


±eos/5 


± cosy 




n 


± sin« 





± e08K 







±sinj5 


±cos(3 




III 


icostt 


+ sin « 







±sm/S 


± cos (J 








L werden, wobei für die erste Gruppe zwiaelien den Winkeln 
a, ß, y die Eelation cos* a + cos' ß + eos' y = 1 besteht und für den 
Fall der dritten Gruppe die Annahme gemacht werden soll , daas 
a + ß<^^7t, während überhaupt für alle hier vorkommenden Winkel 
die Werthe und ^Jt als Grenzfälle vorläufig ausgeschlossen werden, 
so werden die Coefflcienten A, B , C abgesehen von einer denselben 
gemeinschaftlichen multiplicativen Constante e, welche positiv oder 
negativ sein kann, durch die Tabelle 





A 


B 


C 




I 


sin^ a 


Bin'/i 


un-r 




II 


cos^ « 


(;os^ ß 


— sin'Ksin'(3 




III 


mn'acos^ ß 


sin' j3 cos' t( 


+1 





irende 



bestimmt. 

Wenn für eine der ersten oder der zweiten Gruppe augehö 
Fläche A ^ B ist, so kann dieselbe auch als der zweiten, 
weise der ersten Gruppe angehörig betrachtet werden, wie sich durch 
eine Drehung des Coordinatensystems um 45°, bei welcher die ^-Axe 
inigeändert bleibt, und gleichzeitige Verwandlung von s in s- \ji ergibt, 
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142 FortgescUte Uiitprsiichnngon über speeielle Minimalflächen. 

Damit nun die Grossen u, v, io gleichzeitig reelle Werthe an- 
nehmen, müssen gewisse Bedingnngen erfüllt sein, welche in folgender 
Uebersicht, in der sich die Zeichen ^ iind ^ stets auf reelle Grossen 
beziehen, zusammengestellt werden. 

I. Gruppe, 
Werden die drei Constanton l, m, n dl^reh die Gleichungen 
__ sin y sin a sin ß 



siny 



bestimmt, so kann man 



r^dl r^ä^i f^dv 

setzen und zwar hat man, um für den Fall f = +1 alle reellen 
Punkte der Fläche zu erhalten , den Grössen A , [i, v alle der Bedin- 
gung Ajiv ^ 1 genügenden reellen "Werthsysteme beizulegen, wobei 
ein Uebergang von den positiven zu den negativen Werthen sowohl 
durch den "Werth Null als auch durch den Werth co geschehen kann, 
Tür den Fall ß = —1 setze man, mit (p, ip, x drei neue ver- 
änderliche Grössen bezeichnend , welche nur reelle Werthe annehmen 
sollen , 



mit der Bedingung, dass die drei Grössen ip, i^, x dem absoluten Be- 
trage nach beziehlich drei durch die Gleichungen 



' cos ß cosy' 
Xi, = arctg 



cos K COS ß 



bestimmte Grössen ^„ , i/;;, , x„ nicht überschreiten dürfen. Um alle 
reellen Punkte der Fläche zu erhalten, hat man den Grössen <p, tp, ^ 
alle mit dieser Bedingung verträglichen reellen Werthsysteme beizu- 
legen, für welche die Summe (p+il' + x = ^s*- wobei indessen diesen 
Variablen ein Umlauf um die extremen Werthe durch das Imaginäre 
hindurch zu gestatten ist. 
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Fortgesetzte Untersuchungen über speoielle Miniina,ifläclien, 
IL Grnppe. 
f^dl f^ dl,. (■'^ dv 

U^j -jr, V=J ^, W=j V-' (^"^— 11) 

mtg« V 

li = +1; < A' < P cotg' /Ü ; jK^tg^c^ft^ ^co; ~co^v^4 

in. Grappe, 
(""dl fl^dn f' dv 

£ == ~ 1; — co<;i^^— Pcos^r; — T--<(t'^'0; )itffK<v^wcotg/i. 

I — ^~~ ' cos'' (5 — — ^ °^ 

Es ist nun die Identität der beziehlicti durch die G-leiehungen 

einerseits und 

?i-(i.-v = 1, X ^ u, y =' V, e = tv 

andererseits dargestellten Ijeideii Minimalflächen nachzuweisen, jedoch 
ist es nicht erforderlich, diese TTebereinstimmmig für jede einzelne 
der drei Gruppen besonders darzuthnn, vielmehr genügt es, wenn 
dieser Beweis für eine derselben geführt wird, 

IFür die erste Gruppe z. B. kann dieser Beweis wie folgt geführt 
werden. Man setze irnter der Annahme , dass s den Werth +1 
habe und dass auch den drei Constanton l, m , n der Werth 1 bei- 
gelegt werde , 

A = 0, V = (X). 

Diese Werthe bestimmen auf der Minimalfläche A ■ ,w ■ v = 1 eine der 
y - Axe parallele Gerade , für deren einzelne Punkte die Variable ft 
folgende einfache geometriscbe Bedeutung hat. In einem beliebigen, 
dem Werthe f* entsprechenden Punkte dieser Geraden denke man 
sieh die Normale der Plaehe construirt, so ist (i gleich der trigono- 
metrisclien Tangente des Winkels, den diese Normale mit der s-Axe 
eiuschliesst. 
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144 Fortgesetzte Uiitersuühimgen über specielle Mimmalflächüii, 

Bei der durch die Formeln (D) des Hrn. Weierstrasa darge- 
stellten !PläcLe entspricht eine der y-Axe parallele G-erade der An- 
nalime s = s^, da im vorliegenden Falle die der Function % (s) eon- 
jugirte Function %,(s,) die Eigenschaft besitzt, daas %^{s] = -~%(s) 
ist, oder dass für reeRe "Wertlie der Variablen s der reelle Theil der 
Function g{s) gleich Null ist. 

In diesem Fall bedeutet die Grösse s , von welcher y durch die 
Gleichung 

V-y. =/-i(l+s=)g(s)ö's 

abhängt, die trigonometnsche Tangente der Hälfte desjenigen Winkels, 
den die Normale der Fläche in dem dem Werthe s entsprechenden 
Punkte mit der ^^-Axe einschliesst. Da nun die soeben betrachtete 
Gleichung durch die Substitution 



1-s^ 



m y-y^ 



J ^' 



iibei'gcht, so ist es möglich, über die di\rcli die Integration einge- 
führten Constanten so zn verfügen, dass die durch die beiden oben 
angegebenen Gl eichnnga Systeme dargestellten Minimalflächen nicht 
nur jene der i/-Axe parallele Gerade gemeinsam haben, sondern dass 
überdies längs derselben die Normalen beider Flächen zusammen- 
fallen. 

Nun tritt aber folgender allgemeine Satz , dessen Kenntniss ich 
einer mündlichen Mittheüung des Hrn. Weierstrass verdanke, und 
von welchem die im Vorhergehenden erwähnten beiden Sätze nur 
speeielle Fälle sind, in Kraft: 

„Wenn zwei Minimalfläehen eine Linie gemeinsam haben und 
„wenn überdies längs dieser Linie die Normalen beider Flächen zu- 
„sainmenfallen , so gehören beide Flächen nebst ihren analytischen 
„Fortsetzungen einer und derselben Minimalfläche an und jedes Stück 
„der einen der beiden Flächen fällt in seiner ganzen Ausdehnung mit 
„einem entsprechenden Stücke der andern zusammen." 

Hiermit ist nun die Identität jener beiden Flächen dargethan und 
die Eichtigkeit der oben ausgesprochenen beiden Behauptungen in 
allen ihren Theilen bewiesen. 

Die gefundene Minimalfläche, welche allen aus der Gergonne- 
schen Aufgabe hervorgehenden analytischen Bedingungen, soweit die- 
selben mit dem Verschwinden der ersten Variation zusammenhängen, 
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FortgesetEte Uiitersiiohuiigen über specielle Miiiimalflächea. 145 

genügt , kann mit gleichem ßechte als zur ersten wie zur zweiten 
Gruppe gehürig angesehen werden. Betrachtet man dieaelhe als zur 
zweiten Gruppe gehörig , so hat man , um mit den fi?üher getroffenen 
Annahmen vollständige Uehereinstimmung herzusteUeii , 

' ' '^ ' ' gin^ y 

zu setzen, wo y einen Winkel hezeichnet, der angenähert gleich 
67°8'31"ä8 ist. Die Gleichung der Durehsehnittslinie (e) der gefun- 
denen Miaimalfläche mit der Seitenfläche a'b des Würfels nimmt dann 
die Form 

an , wo (i^ ^ mig-y zu setzen ist. Hiermit ist auch der in dem 
zweiten Theile der Gergonne sehen Aufgabe enthaltenen ] 



Bei der vorhergehenden Untersuchung sind diejenigen Tälle 
ausgeschlossen worden, in welchen einer der in Betracht kommenden 
Winkel den Grenzwerth oder |3t erreicht, ebenso der Fall der 
dritten Gruppe, in welchem a + ß = |jr ist. Diese Grenzfälle erfor- 
dern insofern eine besondere Betrachtimg , als die vorhergehende 
Untersuchung sich nicht ohne Einschränkung auf dieselben erstreckt. 

Wenn bei der zweiten Gruppe b den Werth +1 hat, erfordert 
der Uebergang zu dem Grenzwerthe « = bloss eine Aendemng der 
Constanten Grenze desjenigen Integrales, durch welches die Variable 
V ausgedrückt ist. Hat hingegen e den Werth —1, so gebe man vor 
dem Uebergange zu dem Grenzwerthe k = den drei Constanten 
l, m, n die Werthe 

l^ifsma m == -^ n == ~i 

ändere die constante Grenze des Integrals , durch welches u ausge- 
drückt ist, in passender Weise und ftihre hierauf den Grenzübergang 
aus, der nun mit einer Schwierigkeit nicht weiter verbunden ist. 

In ähnlicher Weise hat man zu verfahren, wenn bei der dritten 
Gruppe einer der beiden Winkel a oder ß in seinen Grrenzwerth Null, 

Schwnci, CieBumiaelttj AUnudlufl^en. I. 10 
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146 Fortgesetzte Uiitevsucliiiti{!eii über specielle MinimalfläcTipii, 

oder wenn bei der zweiten Gruppe einer der beiden Winkel « oder ß 

in den G-renzwertli |m übergebt. 

Das Gemeinsame dieser Fälle bestebt darin, dass von den drei 

in Betracht kommenden Integi'alen mir eins ein elliptisches bleibt, 

während die beiden andern in cyclometrische , beziehungsweise loga- 

rithmische übergehen. 

Etwas anders verhält es sich hingegen mit denjenigen Grenz- 
fällen, in welchen die runetion i^{s) in eine rationale Function 
von s übergeht. Für diese Fälle behält die vorhergehende Unter- 
auohiiiig gewiss er massen nur zur Hälfte Geltung , insofern dieselbe 
zwar auf den Fall s ^ +1, nicht aber auf den FaU a ^ — 1 An- 
wendung findet, wie sich aus dem Anblick der folgenden beiden Ta- 
bellen ergibt, welche die Gleichungen der diesen Grenzfällen ent- 
sprechenden Minimalfläohen enthalten. (Siehe S. 147 und 148.) 

Indem ich mir erlaube , hinsichtlich des Literaturnachweises auf 
den Anhang zu meiner mehrfach erwähnten Abhandlung „Bestimmung 
einer speciellen Minimalfläehe" Bezug zu nehmen , bemerke ich nur 
noch zum Schlüsse, dass je zwei der betrachteten Minimalflächen, 
welche sich nur durch das Vorzeichen des Factors s von einander 
unterscheiden, in der Beziehung zu einander stehen, dass jede eine 
Biegungsfläche der andern ist, während gleichzeitig den Asymptoten- 
linien der einen Fläche die Krümmungslinien der andern Fläche ent- 
sprechen, eine Beziehung, auf welche bekanntlich Hr. Ossi an Bonnet 
zuerst aufmerksam gemacht hat. 
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lieber ein Modell eines Minimalfläclienstückes, 

welches längs seiner Begrenzung vier gegebene 

Ebenen rechtwinklig trifft. 



Hr. Kummer zeigte ein von Hm. Professor Schwarz in Zürich 
angefertigtes &ypsmodell einer Minimalfläche vor , deren Begrenzung 
durch eine Reihe von vier Ebenen gebildet wird, auf denen sie üherall 
senkrecht stehen muss. 

Die von Hrn. Prof. Schwarz zuerst allgemein gestellte und be- 
handelte Aufgabe Minimalflächen zu finden, deren Begrenzung 
diireh eine Kette von geraden Linien nnd von Ebenen gegeben ist, 
m. s. den Monatsbericht der Sitzung vom 18. Januar d. J. *) , bietet 
namentlich in dem Falle , wo die Begrenzung durch eine Kette von 
Ebenen allein gegeben ist, einige Schwierigkeiten für die geometrische 
Anschauung dar, da es scheint, als ob die so zu begrenzenden Plächen 
jedes gegebene Maass der Klemheit überschreiten könnten. Aus 
diesem Grunde wandte ich mich an Hm. Professor Schwarz mit der 
Bitte mir darüber einige Aufklärungen zukommen zu lassen. Der- 
selbe übersohickte mir hierauf das vorliegende ModeE **), in welchem die 
Begrenzung durch folgende vier in der bestimmten Reihenfolge zu 
nehmende Ebenen gegeben ist: 

x+s-ßi = 0, y-^—S} == 0, x—s+m = 0, y-\-ä + S> ^ 0, 
S, = -to'i = 1,078258. 

*) Siehe S. 130 dieses Bandes. 
**) Sielie Fig. öi auf der folgeuden Seite. 
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Ueber ein Moäell eines Mi ai mal flächen Stückes. 



Die dieser Begrenztiiig angehörende Minimalfläche ist diejenige, welche 
Hr. Prof. Schwarz in seiner von der Akademie gekrönten und her- 
ausgegebenen Preisschrift: Bestimmung einer speciellen Minimalfläche 
g. 80—83*) als BJegungsfläche der von vier Kanten eines regulären 
Tetraeders begrenzten Minimalfläche behandelt hat, und zwar ist das 
von den obigen vier Ebenen begrenzte Stück der Minimalfläche genau 
die Biegung des zwischen vier Kanten des regulären Tetraeders lie- 
genden Stückes der ursprünglichen I'läche. 




Die in dem Modell mit ihrer Begi-enzung dargestellte Pläche ist 
auch die einzige Mäche, welche den analytischen Bedingimgen genügt, 
dass sie Minimalfläche sei, dass sie die vier Ebenen in der angegebenen 
Aufeinanderfolge überall rechtwinklig treffe und in ihrem Innera 
keinen singulären Pvmkt enthalte. Hr. Schwarz hat mm auch unter- 
sucht, ob diese Eläche auch wirklich ein Miniraum darstellt, d. h. oh 
sie kleiner ist , als alle unendlich nahen Tlächen , welche denselben 
Grrenzbeämgungen unterworfen sind, xmd hat gefunden, dass dies in 
der That nicht der Fall ist, und dass überhaupt in dem Ealle, wo 
die Begrenzung nur ' durch Ebenen vorgesehrieben ist , die Minimal- 
fiächen, welche diese Ebenen überall rechtwinklig trefi'en, niemals 
wirkliche Minima in dem Sinne sind, dass ihre zweite Variation stets 
positiv sei, oder dass sie kleiner seien als alle unendlich nahe lie- 
genden Flächen , welche durch dieselben Ebenen begi'enzt sind. 



*) Siehe S. 88—91 dieses Bandes. 
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Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation 

des Flächeninlialts von Minimalflachenstiicken 

im Allgemeinen und von Theilen der Schrauben- 

fläche im Besonderen. 



Im Ootobar 1873 von Herrn K ii m ra s r dor Königliclven Akiäamie der WisaensehaftBii sn 
Berlin mitgstteUt. Monitsljoriijhtä dar Känlglichaii Akaäamie der Wissensohaften lO BetHn 
Jahrgang 1872, Belte 713-735. 

Die Beantwortung der Frage, o"b einem Stücke M einer Minimal- 
flache unter gewissen Grrenztedingnngen die Eigenschaft des Mini- 
mams wirklieb zukomme oder nicht, hängt im Allgemeinen davon ab, 
ob für jede in E-üeksicht auf jene Grrenzbedingimgen zulässige Va- 
riation des betraciiteteii I'läohenstiickes die zweite Variation $'S 
des Flächeninhalts 8 desselben positiv ist, oder ob es auch solche 
Vanationen desselben gibt, fiir welche diese zweite Variation negative 
Werthe oder den "Werth Null annimmt. 

Unter Bezugnahme aiif eine ähnliche die Braehistochrone be- 
treffende Formel von Lagrange (Theorie des foactions analytiques, 
Seconde partie, chap. Xni.) hat T^dönat (Annales de Math^ma- 
tiques par Gergonne, Tome VII. p. 284) für die erwähnte zweite Va- 
riation eine Formel aufgestellt, welche bei Anwendung der jetzt üb- 
lichen Bezeichnungs weise in die folgende übergebt: 

J J {l+p' + qy 

Durch diese Formel wird die Frage über den Eintritt des Mini- 
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mums in denjenigen Fällen tejaliend entschieden, in welchen das sphä- 
rische Bild des betrachteten Stückes der Minimalfläehe anf einer 
3 Platz findet, während gleichzeitig entweder die ganze 
; von M bei der Variation als fest betrachtet wird, oder 
doch die Theile der Begrenzung, welche nicht als fest betrachtet 
werden sollen, nur auf solchen Cylinderflächen variiren dürfen, deren 
erzeugende Grcradcn auf der Ebene des jene Halbkugelfläche begren- 
zenden Kreises senkrecht stehen. Unter diesen Voraiissetznngeii ge- 
währt nämlich die Variation nur einer der drei Coordinaten Resultate 
von hinreichender Allgemeinheit. 

Hierbei wird selbstverständlich vorausgesetzt , dass die aus der 
Forderung des Versohwindens der ersten Variation hervorgehenden 
Bedingungen für das betrachtete Flächenstück M erfüllt sind. Diese 
Voraussetzung soll auch in dem Nachfolgenden gemacht werden. 

Zu den mit Hülfe der angegebenen Formel zu erledigenden Fällen 
gehören beispielsweise diejenigen, in welchen die Begrenzung aus 
vier, ein räumliches Vierseit bildenden Kanten eines regelmässigen 
Tetraeders (vergl. Monatsbericht vom April 1865, S. 149)*) oder aus 
acht Kanten eines rectangulären ParaUelepipedons besteht (vergl. des 
Verfassers : Bestimmung einer speciellen MinimaMäche , Nachtrag, 
S. 87) **) , oder von zwei Geraden und zwei Ebenen gebildet wird, 
welche die in dem Monatsbericht vom Januar d. J. S. 9 u. 10***) 
näher beschriebene, einer Grer gönne sehen Aufgabe entsprechende 
gegenseitige Lage haben. In dem letzten Falle ist aber , wenn das 
in der zu jener Mttheüung gehörenden Figur****) abgebildete Fläehen- 
stück S in Betracht gezogen wird, die Coordinate x als Function von 
y und js zu betrachten. 

Ebenso lässt sich die erwähnte Frage mittelst der angegebenen 
Formel entscheiden, wenn das Flächenstück M einer Schrauben- 
fläche angehört und sich ganz auf einer Seite der Axe derselben 
befindet, vorausgesetzt, dass die Theile der Begrenzung, welche nicht 
als fest betrachtet werden sollen, an Oberflächen von Eotationscylin- 
dern gebunden sind, deren Axe mit der Axe der Schraubenfläche zu- 
sammenMlt. 

Hierdurch wird zugleich eine Verrauthung Isestätigt, welche 

*) Siehe S. 1 — 5 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 96 dieses Bandes. 
***) Siehe 8. 131 dieses Bandes. 
****) Tafel 4. Fig. 1. 
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Hr. Plateau mit folgenden "Worten ausgesprochen hat: Je suis port^ 
ä croire que rheli90ide gaucbe ä plan directeur n'a pas de limite de 
stabilit^, du moins lorsqu'il est compris, ä Vetat laminaire, dans un Sy- 
steme solide composi d'uvs portion de l'axe et d'une helice rattachee ä 
celui-d par des poriions droites; en effet, celiii que j'ai r^alisö avait 
deus spires completes, et il ^tait parfaitement stable. (Sur les figures 
d'equilibre d'une masse liquide saus pesanteur. Xlme Serie. § 27, 
Memoires de l'Acadömie royale de Belgiqiie. T. XXXVII. 1868.) 

Die FordeiTuig, dass das sphärische Bild des betrachteten Flächen- 
einer Halbkugel Platz finden müsse , enthält aber 
, welche iu der Natur der zu beantwortenden Frage 
nicht begründet ist, tuid es gestattet daher jene Formel in den Fällen, 
in welchen die angegebene Bedingung nicht erfüllt ist, über den Ein- 
tritt des Minimums kein Urtheil; z. B. wenn es sich darum handelt, 
zu ennitteln, ob die in dem Monatsberichte vom Januar d. J. auf 
S. 9*) angegebenen Schraubenflächen unter den dort näher beschrie- 
benen Grenzbedingungen in jedem Falle die Eigenschaft des Minimums 
besitzen oder nicht. 

Es soll daher in dem Folgenden zunächst die zweite Variation 
ö'S in einer andern Form berechnet werden, welche unter etiier ge- 
wissen Voraussetzung ebenfalls die Beurtheilung des Vorzeichens ge- 
stattet imd zugleich für eine allgemeinere Anwendung geeignet ist. 

Das von Hrn. Weierstrass (Monatsberichte 1866 S. 619) an- 
gegebene Grleichiuigs System (D) 

dx ^ ^[(l-s')%(s)ds], 

dy = m[i(i-i-s=)g(s)<?s], 

ds = ^[^s%{8)ds] 

ergibt für jede Wahl der Function ^(s) eine bestimmte Minimalfläche, 
sobald festgesetzt wird , dass für einen bestimmten "Werth der com- 
plexen Variabein s die Coordinaten x, y , s vorgeschriebene Werthe 
haben sollen. Ein bestimmtes Stück M dieser Fläche erhält man, so- 
bald die Veränderlichkeit von s auf einen begrenzten Bereich T be- 
schränkt wird. 

Ebenso erhält man, wird g{s)-f-fi@(s) an die Stelle von g(s) 
gesetzt , wo b eine reelle Veränderliche bezeichnet , die nur kleine 
Werthe annehmen soll, und ®{s) eine fiii' den Bereich T erklärte 



*) Siehe S. 131 dieses Bandes, 
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willkürliche Function von s bedeutet, deren Allgemeinheit in ange- 
messener "Weise beschränkt ist, unendlich viele dem Flächenstücbe M 
benaobbarte riächenstücke, welche ebenfalls Mimmalflächen angehören 
und welche als Variationen des I"lächenstückea M angesehen werden 
können. Alle diese Minimalflächen haben in entsprechenden Punkten 
parallele Normalen, Bezeiclmen X, Y, Z die Cosinus der Winkel, 
welche die zu dem Werthe s gehörende Normale der Fläche mit den 
Coordinatcn-Axcn einschliesst, so gelten die Gleichungen: 

■ ~ 5S,+1 ' ~" i (ssj+l) ' "^ "svf-l ' 

X'+Y'+Z' = 1, XdX + YdY + ZdZ = 0, 

Xdx+Ydy + Zds! = 0, 

{äXf+{äY)^+{dZf = ^^, 

in welchen Sj die zu der Variabein s conjugirte complexe Grosse be- 
zeichnet, deren Gebiet ein dem Bereiche T in Bezug auf die Axe des 
Reellen symmetrischer Bereich T, ist. 

Bestimmt man nun eine Function G(s) durch die Bedingung, dass 
@(s) deren dritte Ableitung ist, so erhält man bei angemessener 
Bestimmung der in die Function G(s) eingehenden Constanten, wenn 
beim Uebergange von %{s) in 5('') + *®(s) ^i V} ^ in x + sdx, 
y + BSy,s+E8^ übergehen, aus dem Formelsysteme (E) des Hrn. 
Weierstrass (a. a. 0. S. 619) die Gleichungen 

Sx = 31[(l-s^)G"(s)+2sff'(s)-2(?(s)], 
8y = 9t[i(l+s=)G"(s)-2»sf?'(s) + 2«G(s)], 
Sa = 3t[2s(?''{s)-2G'(s)], 

welche , wenn @x , 8y , 8s als Coordinaten eines Punktes gedeutet 
werden , eine Minimalfläehe darstellen. Denkt man sich in dem dem 
Werthepaare s , s, entsprechenden Punkte dieser Minimalfläche die 
Tangentialebene eonstruirt und auf dieselbe vom Coordinatenanfange 
eitt Perpendikel gefällt, so erhält man, in Uebereinstimmnng mit der 
von Hrn. Weierstrass (a. a. 0. S. 624) gegebenen Gleichung der 
Minimalflächen in Ebenencoordinaten , für die Lange dieses Perpen- 
dikels den Werth 
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Die Verschiebung eines beliebigen Punktes von M, welche den 
Coordinatenänderungen sSx, säy, sds entspricht, kann in zwei Com- 
ponenten zerlegt werden, von denen die eine in die Tangentialebene 
dieses Punktes fällt , während die andere anf derselben senkrecht 
steht. Die letztere Componente, welche hier allein in Betracht kommt, 
besitzt in Polge der vorhergehenden Gleichung die Grösse 2sip(s,s,). 

Nim sind aber nicht allein diejenigen Variationen von M zu be- 
trachten , welche genau oder näherungsweise wieder Mininialflächen 
sind, sondern überhaupt alle in Eiicksieht auf die Grenzbedingungen 
zulässigen Variationen. 

Man denke sich daher, was für den vorliegenden Zweck hin- 
reichend allgemein ist, eine Variation von M dadurch herbeigeführt, 
dass jeder Punkt in der Richtung der Normale der Fläche um die 
Grosse e-w{s,s^) verschoben wird, wo ti)(s,s,') eine stetige differentür- 
bare Function der beiden Argumente s, 5, bedeutet, welche für jedes 
den Bereichen T, T, angehörende Paar conjugirter "Werthe von s und 
s, einen reellen Werth hat. 

Unter dieser Voraussetzung ergeben sich, wenn die auf die va- 
i-iirte Fläche sick beziehenden Grössen zur Unterscheidung mit dar- 
über gesetzten Strichen bezeichnet werden , die Gleichungen 



dx = dx + sd(tv-X), dl) = äy ■\-Bd(w-Y), de ^^ de -\- sd (iv ■ Z) 

und, wenn zur Abkürzung das Quadrat der Länge des Liiiienclementes 

dx^+dy^-\-äs'' = A-äs^ + B-ds-ds^+C-dsl 
gesetzt wird, 

wo (5i(''i) ^^^(^ 2u 5(s) conjugirte Grösse bezeichnet. 
Setzt man nun 

so erhält man für das Element des FläeheniTihalts S den Wertk 
dS = ^W^TIC-didn. 
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Hieraaa folgt, wenn nach Potenzen von s entwickelt wird, 

Wird nnn zu der angegebenen Voraussetzung noch die Voraussetzung 
hinzugefügt, dass die Integrationsher eiche für die Flächeninhalte S 
und S ühereinstimmen , so ergibt sich die zweite Variation des 
Flächeninhalts aus der Grleichung 

Aus dieser Gleichung geht zunächst hervor, dass die zweite 
Variation zwar von der G-estaltung des sphärischen Bildes von 
M abhängt , nach welchem das Gebiet , über das die Integration zii 
erstrecken ist, sich richtet, dagegen ganz unabhängig ist von 
d^r specielleu "Wahl der Function g(s) , welche die Be- 
sonderheit der analytischen Minimalfläche bedingt, von 
welcher M ein Stück ist. 

Setzt man tu gleich einer Constanten, d. h. geht man zu den be- 
nachbarten äc[uidistanten Flächen über, so sind die Ableitungen 
von w gleich Niül und es ist S—S negativ und zwar gleich dem Pro- 
ducte aus e" «?' luid der negativen Grösse des sphärischen Bildes 
(curvatura integra) von JJ/, ein Satz, welchen Steiner auf anderem 
Wege bemesen imd nebst daraus zu ziehenden Folgenuigen im Jahre 
1840 der Königlichen Akademie mitgetheilt hat. (S. Monatsbericht 
vom April 1840 S. 118.) Wenn daher die vorgeschriebene Begrenzung 
des Flächenstückes M von einer Fläche gebildet wird , welche der 
geometrische Ort der längs der Begrenzungslinie dieses Flächen- 
Stückes construirten Normalen desselben ist, so besitzt das betrach- 
tete Flächenstück für diese Grenzbedingung nicht ein Minimum von 
Flächeninhalt. Aus demselben Grunde tritt auch in dem Falle, in 
welchem die Begrenzung nvir durch Ebenen vorgeschrieben ist, für 
die Minimalflächen, welche diese Ebenen überall rechtwinklig treffen, 
ein Minimum des Flächeninhalts nicht ein. (Vergl. Monatsbericht vom 
Febr. d. J. S. 123.)*) 



*) Siehe S. 160 dieses Bandes. 
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Wird mit i/? eine reelle Function von | und ri liezeicliiiet, welche 
der partiellen Differentialgleichmig 

genügt , nebst ihren ersten Ableitungen endlich, stetig und eindeutig 
ist und im Innern des Integrationabereiohes nicht gleich Null wird, 
vorausgesetzt, dass eine solche iFunction existirt, so gestattet der in 
der Gleichung für d^S unter dem "Integralzeichen stehende Ausdruck 
folgende TJmfonmmg: 

/ div V / dw V 8«J^ 

/ diB w ö)^ Y /' dw w dipy d / w'' di{i\ d / w^ öip\ 

In Folge dieser Umformung zerfällt das Doppelintegi'al fiir S^S 
in, zwei wohl zu unterscheidende Theile. 

Der erste derselben ist wieder ein über dasselbe G-ebiet zu er- 
streckendes Doppeliategral, welches nur dann den Werth Null an- 
nimmt, wenn iv = c^1j^ gesetzt wird, in jedem andern Falle aber 
einen positiven "Werth besitzt. 

Der zweite Theil ist ein über den Rand, des Integrationsgebietes 
zu erstreckendes einfaches Integral , dessen Element , wenn dl ein 

Element der Begrenzungslinie des Integrationsgebietes und ~- die 

partielle Ableitung von ^ genommen in Bezug auf die Richtung der 
inneren Normale dieser Begrenzungslime bezeichnet, die Gestalt 

ij) dp 
annimmt. 

Den bisherigen Entwiekeli\ngen liegt die Voraussetzung zu Grunde, 
dass das Integrationsgebiet für den Flächeninhalt der Variation des 
Mäehenstückes M mit demjenigen für den Flächeninhalt von M selbst 
übereinstimmt. 

Diese Voraussetzung ist aber, wenn die Grenzbedingungen, denen 
das Flächenstück M genügen soll , auch eine Fläehenbegrenzung ent- 
halten , im Allgemeinen nicht erfüllt , da bei dieser Annahme die 
Grenzen des Doppelintegrals , durch welches jener Flächeninhalt aus- 
gedrückt ist, im Allgemeinen von e abhängen. Es muss daher für 
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diesen Fall zu dem gefundenen Ausdrucke für ä^S noch ein Ergän- 
zungsglied liinzugefügt werden. Wenn dL ein Element der Begren- 
zungslinie von M und R* den Krümmungsradius des auf diesem 
Elemente senkrechten Normalachnittes der begrenzenden Fläche be- 
zeichnet, positiv oder negativ gerechnet, jenacbdem der Krümmungs- 
radius dem Innern von M zu- oder abgewandt ist, so ist dieses Er- 
gänzungsglied das über die Begrenzung zu erstreckende Integi-al 

-fw""' = -/l^- (l+'«'.)\'SW5.(s,)-V3J^- 

Es ergibt sieh also schliesslich für die zweite Variation des 
Flächeninhalts von M folgende Grleicliung 

Wenn nun die Begrenzung von M als fest angenommen wird, so 
sind nur solche Variationen dieses Flächen Stückes in Betracht zu 
ziehen, bei welchen die Begrenzung nicht geändert wird, die Variation 
w also längs des ganzen Randes gleich Null ist. 

Unter dieser Voraussetzung erhält das in dem Ausdrucke füz' 
S'S vorkommende Eandintegral den Werth Null. Es sind dann drei 
Fälle zu unterscheiden. 

I. Wenn es eine den angegebenen Bedingungen genügende 
Function ip gibt , welche weder im Innera noch auf dem Rande des 
betrachteten Bereiches gleich Null wird, so hat die zweite Variation 
des Flächeninhalts für alle in Rücksicht auf die Grenzbedingungen 
zulässigen Variationen einen po aitiven Werth und es besitzt daher 
das betrachtete Fläehenstück 31 wii-klich ein Minimum von Flächen- 
inhalt. 

Dieser Satz lässt sich dahin erweitern, dass der Schluss auf das 
Eintreten des Minimums auch dann noch gestattet ist, wenn eine den 
übngen Bedingungen genügende Function ip bekannt ist, welche zwar 
in einzelnen Punkten oder längs einzelner Theile der Begrenzung des 
Integrationsbereiches gleich Null, für das ganze Innere und für einen 
Theil des Randes desselben aber von Null verschieden ist. 

n. Wenn der Bereich T so beschaffen ist, dass es eine Function 
^ gibt , welche , ohne im Innern von T den Werth NuU anzunehmen, 
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am ganzen Eaiide dieses Bereiches den Werth Null hat, so ist die 
Untersuchung der zweiten Variation allein nicht hinreichend , um zu 
entscheiden, ob ein Minimum des Flächeninhalts eintritt oder nicht. 
Denn wenn lo = ifr gesetzt wird, so wird d' 8 gleich Null. 

Im Allgemeinen wird in diesem Falle ein Miniraum nicht ein- 
treten, weil die dritte Variation 



«fjmi^r 



ii+ss,y 



im Allgemeinen einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 

in. Wenn es aber möglich ist , die angegebene partielle DiiFe- 
rentialgleichimg so zu integi'iren, dass die Function ip am ganzen 
Itande eines Th eile s des Integrationsbereiches gleich Null, im Innern 
dieses Theiles aber von Null verschieden ist, so kann mit Sicherheit 
behauptet werden, dass für diesen Bereich ein Minimum nicht 
eintritt, denn es kann in diesem Falle die zweite Variation nicht 
bloss gleich Null werden, sondern auch negative Werthe an- 
nehmen. — 

Es kommt daher alles darauf au, zu untersuchen, welcher der 
drei Sätze in einem gegebenen Falle Anwendung findet; für diese 
Untersuchung lässt sich indess eine allgemeiae Regel nicht wohl 
aufstellen. 

Da die partielle Differentialgleichung , welcher die Function ifi 
genügen muss, durch die Formel 

* = «[e'W-^|^ö(»)] 

allgemein integrirt wird, da jeder solchen Fimction i(i eine der ur- 
sprunglichen Minimalfläche unendlich benachbarte Miniraalfläche ent- 
spricht, welche dieselbe längs der Linie, längs welcher ^ =i ist, 
schneidet , und da die Eigenschaft des Minimums für jeden Bereich 
gilt, für welchen eine solche Function ^ von Null verschieden bleibt, 
so ergibt sieh die vollkommene Analogie der Lösung der hier betrach- 
teten Aufgabe mit der von Jacobi herrührenden Lösung der ent- 
sprechenden Aufgabe, welche die geodätische Linie auf einer krummen 
Fläche betrifft; denn wie in jenem Falle die Schnittpunkte mit un- 
endlich benachbarten geodätischen Linien, so ergeben in diesem Falle 
die Schnittlinien mit unendlich benachbarten Minimalflächen die ent- 
scheidenden Kriterien. 
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Zur UiiterBiichung der EigenscTiaften der Integrale der partiollen 
Differentialgleichimg 

kann dieaelte Methode dienen, welclie Eiemann in seiner Disser- 
tation zur Untersnchurig der Eigenschaften der Integrale der Diffe- 
rentialgleichung 



dx" 



- + i,z^ ^ ö 



angewendet bat und welche von Hrn. Heinrich \Ye'ber auf den 
Fall der Differentialgleichung 



worden ist. (Math. Äimalen von Cle"bsch und Neumann, 
Bd. 1, S. 1.) 

Setzt man in der Formel für ip an die Stelle von G(s) specieUe 
Functionen, z.B. s, s(\.ogs+C), s{C,-^'+C^-s~^-), so erhält man spe- 
cieUe Bereiche, wie die Fläche einer Halbkugel, einer Kugelzone, 
eines Sectors einer Kugelzone n. a. , längs deren Begrenzung eine 
Function ^ gleich Null werden kann , ohne im Innern derselben den 
Werth Null anzunehmen. Jedem T heile eines solchen Bereiches 
entspricht nach dem Satze I ein Minimum des Flächeninlialts des 
betreffenden Stückes einer Minimalfläche. 

Bei der Untersuchung der Kugelzonen gelangt man zu denselben 
transcendenten Gleichungen, auf welche Hr. Lindelöf durch die 
Untersuchung der zweiten Variation des Mäeheninhalts von Zonen 
der Rotationsfläche der Kettenlinie geführt worden ist. (Sur les li- 
mites entre lesqnelles le cat^noi'de est une surface minima. Acta soc, 
scient. Fennicae, tora. IX,, Helsingfors 1871.) 

Mitunter kann man durch passende Zusammensetzung eine Function 
li- bilden, mit deren Hülfe entschieden werden kann, welcher der drei 
angegebenen Fälle für ein gegebenes Stück einer Minimalfläche eintritt. 

"Wenn es sieb z. B. darum handelt, zu untersuchen, ob das Flächen- 
stück , welches durch das in dem Monatsbericht vom April 1865 auf 
S. 152 beschriebene Modell II*) veranschaulicht wird, innerhalb des 



*) Siehe S. 4 rtioses Bandes iiiid die Figur auf Tafol 2, 
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als fest gedachten die Begrenzung 'bildenden Zwölfseita ein Minimum 
von Flächeninhalt besitzt , so entspricht bei geeigneter "Wahl des 
Coordinatensystema , anf welches dieses Flächenstück bezogen wird, 
wenn man s = r(co3<p-j-i8mtp) setzt, die Function 

den Bedingungen des ersten der obigen drei Sätze, vorausgesetzt, 
dass dem Coeffieienten y ein positiver Werth von hinreichender Klein- 
heit beigelegt wird. — 



Die entwickelte allgemeine Formel für d^S soH nnn ziir Beant- 
wortung folgender Frage benutzt werden. 

Unter welchen Bedingungen besitzt der von zwei geraden Strecken 
und von zwei Schraubenlinien begrenzte , einfach zusammenhängende 
Theil der Schraubenfiäehe x + ytgs = 0, welcher zwischen den 
Ebenen 

e ~ ~a% = — JS" Tind £ = +cere = +^if 

und zugleich innerhalb der Cylinderfläehe «^-H*/" = W' liegt, ein Mi- 
nimum von Flächeninhalt? und zwar 

erstens unter der Voraussetzung, dass die ganze Begrenzung 
desselben als fest betrachtet werden soll, 

zweitens unter der Voraussetzung, dass nur die beiden ge- 
raden Strecken der Begrenzung als fest betrachtet werden, während 
die beiden andern Begrenzungstheile auf der Cylinderfläehe variiren 
dürfen. 

Aus den Formeln (D) des Hrn, Weierstrass ergibt sich die 
Schraubenfiäehe x-\-y\i^s = 0, wenn mau 

S(») = ~-~, » = <.«■ 

setzt und die Bedingung stellt, dass die fünf Variabein q, (p, x, y, s 
gleichzeitig den Werth Null annehmen sollen \ das betrachtete Stück 
der Schraubenfläche erhält man , wenn man die Veränderlichkeit der 
Variabein q und y auf die Grebiete 

beschränkt, wo j3 den Werth log (ß -[- Vi-F-RO bezeichnet, also 
-R = H/-e-'') ist. 

Schwitz, GesaJimslte AtliMaiungeo. I. 11 
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L setze G(s) ■- 



gibt sich 



s(/-s-'), wo A 



L wählen ist , so er- 



e^ + e 



cos Agj , 



wird. 
Bie Function TJ genügt den Gleioliungen 
du 



Ü(-Q,l) = üiQ,l), 



: {l'-~l)(/ 



s-'-?)(eM 



für waeiisende positive Werthe von p nimmt daher diese Function 
beständig zu, wenn l grösser als 1 ist, dagegen beständig ab, wenn 
X kleiner als 1 ist , während dieselbe , wenn A gleich 1 ist , den eon- 
stanten Werth 4 hat. 

"Wird mm erstens die ganze Begrenzung als fest angeselien 
und ist a gleich ^ oder kleiner als | , d. h. ist die Höhe H des be- 
trachteten Flächenstückes gleich der H(3he eines halben Schrauben- 
ganges oder kleiner, so nimmt die Function i/i innerhalb des zu be- 
trachtenden Bereiches nur positive Werthe an, und es besitzt daher 
in diesem Talle das betrachtete Flächenstüek für jeden Werth von R 
ein Minimum von Flächeninhalt. Dieses ergibt sich übrigens auch 
daraus , dass das sphärische Bild desselben in diesem Falle ganz auf 
einer Halbkugelfläehe Platz findet. 

Ist hingegen « grösser als ^, also A = -^ kleiner als 1, so gibt 
es jedesmal zwei entgegengesetzt gleiche Werthe von p, für welche 
ü(q , X) gleich NuU wird. Es gibt also in diesem Falle eine Grenze 
ß^ , unterhalb welcher ß , imd also auch eine Grenze Ü„ , unterhalb 
welcher B liegen muss, damit auf das betrachtete Flächenstüek der 
Satz I Anwendung finde. 

Für einige Werthe von k enthält die folgende kleine Tabelle die 
zugehörenden Grenzwerthe für Ü und für das Verhaltniss des Cy- 
linderdurchmessers zur Höhe eines Schraubenganges. 





^-i 


-B. 


R.:. 


4 


1 


CO 


CO 


1 


i 


3 


0,63662 


1 


i 


Sil 


0,33133 


1 


i 


[i(\/3+l)]* 


0,60820 


oo 





1,50888 


0,48029 
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L63 



po 



d'S -- 



Wenn nämlich « von ^ bis + co wächst, so nimmt die einzige 
positive Wurzel ß^ der Grleichung ü(ß^,i,) = beständig ab und 
zwar bis zu einem Wer the b = 1,1996786 ■■ ■, welcher der G-leiehung 

(e' + e-^)_6(/_e-*) = 
genügt; diesem Werthe entspricht M^ ^= 1,50888. 

Aus der vorangegangenen Untersuchung folgt also : 

Das betrachtete Stück der Schraubenflächc besitzt innerhalb 
seiner Begrenzung eiu Minimum des Flächeninhalts, wenn U{ß,^) 

itiv ist. 

In dem Grenzfalle ü{ß , ^) = ergibt sich fiir tv = ip S^S = 0, 
0. Die Entscheidung der Frage , ob in diesem Falle ein Mi- 
eintritt oder nicht, erfordert daher die Prüfung der vierten 
Variation für die Annahme w ^ i^. 

Ist Viß , -^) negativ, so besitzt das betrachtete Flächen- 
stück innerhalb seiner Begrenzung nicht ein Minimum von Flächen- 
inhalt. — 

Wenn zweitens nur die beiden geraden Strecken der Be- 
grenzung als fest angesehen werden, während die beiden andern Be- 
grenzungstheile auf der CyKnderiiäche a;'-)- y" = B? vaxiiren dürfen, 
so ist die Variation w nur iüv tp ^ ±ait, nicht aber für p ^ + ^ 
gleich Null zu setzen. Die Bedingung, dass Uiß,-^) positiv sei, ist 
in diesem Falle für das Eintreten des Minimums zw 
aber nicht hinreichend. 

Es ergeben sich folgende Grleichnngen : 

B. _ lü. (/ + ,-(>)• = j(el'_e-')(<!'+e-' 






Vi/. 



■■V5Wg.(s.))v''?s-<?*-, 

dip, 






*■« -rTKif-T-t)'<^-^-f )']*"- 






,,) + »"(-;i;,p)]<J(p. 
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Setzt man nun A ^ -^ und w = ij), so ist Ä' iS positiv , glcicli 
Null, oder negativ, jenacMem ü{--^-,2aj negativ, gleieli Nnll, oder 
positiv ist. Umgekehrt: das betrachtete Stück der Sehranbenfläche 
besitzt ein Minimum von Mäclieninhalt, wenn U(-^f2a) negativ ist. 

In dem Grenzfalle ^(-^,'^c) = ist, da für die Annahme 
w = li» auch d'S gleich Null wird, die Untersuchung der vierten 
Variation erforderlich, um zu entscheiden, ob ein Minimum eintritt 
oder nicht. 

Wenn k gleich ^ oder grosser als ^ ist, so ist die Function 
TJ(J^,2ctj tiir jeden reellen Werth von ß positiv ; mit anderen 
"Worten: ist die Höhe S des betrachteten Flächenstückes gleich der 
Höhe eines halben Schraubenganges oder grösser, so besitzt dasselbe 
unter den angegebenen (xrenzbedingnngen nicht ein Minimum von 
Flächeninhalt. 

Hieraus folgt, dass die in dem Monatsbericht vom Janoar d. J. 
auf S. 9 angegebenen Schraubenflächen*), sobald der ganzen Zahl n 
ein von und —1 verschiedener Werth beigelegt wird, tinter den 
daselbst angegebenen Grrcnzbedmg-ungen ein Minimum von Flächen- 
inhalt nicht besitzen. 

Ist hingegen « kleiner als |, mithin l = -^ g-rösser als 1, d. h. 
enthält das betrachtete Flächenstück weniger als einen halben Schrauben- 
gang, so nimmt die Eunotion ü{ßi., -x) für wachsende positive Werthe 
von ß beständig ab und wird, sobald ß einen gewissen Werth ß'^ über- 
schritten hat, negativ. Wenn daher B grösser ist als ein durch 
die Grleichungen 

^7(^,2«) = 0, ^(e^^-e-'*0 = K 

von a abhängender Grenzwerth iäj , welcher nebst dem Verhältnisse 
H:2Rl, für einige Werthe von k aus der Tabelle: 



*) Siele S. 132 dieses Baudes 
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120' 
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iv^ 


-!^ = 0,93664 


90' 


2 


1V2 


-?:. = 1,11072 
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60- 


3 


iVi's-i 


'^ ^ "'"^S^S 


S\/»'8-l 


0- 


CO 





™ 1 ^n93T 




2.1,1996786 ^'''"■'* 



entnommen werden kann, so besitzt das betrachtete riächenstüok ein 
Minimum von Flächeninhalt. 

Aus der vorstehenden Tabelle ergibt sich, dass die auf S, 9 des 
Monatsberiebta vom Januar d. J, *) angegebenen Schranbenilächen, 
für welche, wenn 2m +1 = ±1 gesetzt wird , die hier mit cc bezeich- 
nete Grösse den Werth | hat, unter den daselbst angegebenen Grenz- 
bediugimgen ein Minimum des Flächeninhalts besitzen, wenn B grösser 
als } \/2 ist , dass dieses aber nicht der Fall ist , wenn R kleiner als 
^\/2 ist. 

Wenn man an die Stelle von x, y, s, M beziehlich l~'x', ^■'''y', 
X~^s', A~'ü' setzt und hierauf zur Grrenze *l = oo übergeht, so tritt 
an die Stelle des betrachteten Stückes der Schraubenflächc dio Fläche 
eines ebenen Rechteckes 



x' ^ 0, y"=^R"', 



lik^T- 



Die beiden Seiten x' = 0, s' = ± |jr dieses Rechteckes werden als 
fest betrachtet, die beiden andern Theile der Begrenzungslinie dürfen 
auf der Cylinderfläche x"'-\-y'^ = B'^ variiren. 

Ist R' grosser als die positive Wurzel der Grleichung 






~1- 



■■ 0, 



also grösser als b = 1,1996786' ■ • , so besitzt jenes ebene Fläehen- 
stück ein Minimum von Flächeninhalt, ist dagegen R' kleiner als diese 
Wm'zel, so gibt es benachbarte, denselben Grrcnzbedingungen genügende 



*) Siehe S. 132 dieses Bandes. 
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Fläehenstüeke , welcTie einen noch kleineren TläcTieninhalt als jenes 
Rechteck Haben. 

Dieses Resultat kann man auch auf anderem Wege direct her- 
leiten , indem man an die Stelle der Ebene x' = eine die beiden 
G-eraden x' = 0, 0' = ± J« enthaltende Fläche a;' = B-w{y',s') 
setzt, eine Formel für den Flächeninhalt des von den beiden Greraden 
und von der Cylinderfläehe x'^+y'^ = B'^ begrenzten Stückes dieser 
Fläche aufstellt und diesen Ausdruck nach Potenzen von s entwickelt. 
An die Stelle der Function f in den bisherigen Entwiekelungen tritt 
die Function 

1/,' = !fi(e!^+^'-+e-(!''+''*)) = (r/+e^')QOSs: 

Setzt man J^' = & und lo = i<', so ergeben sich die Gleichungen 
S^S = 0, d'S ^ 0, während S'S eüien negativen Werth erhält. 
In diesem Falle tritt also auch an der Grenze ein Minimum des 
Flächeninhalts nicht ein. — 

Die gewonnenen tJntei'suchuugscrgebnisse sind einer interessanten 



Wenn man auf experimentellem Wege mittelst der Platcan- 
schen Glycerinseifenflüssigkeit und geeigneter Vorrichtungen eine 
Seifen Wasserlamelle herstellt, welche einem den in Betracht gezogenen 
Grenzbedingungen genügenden Stücke einer Minimalfläche entspricht, 
so wird diese Lamelle sich nur dann im Zustande der Stabilität be- 
finden , wenn das betrachtete Flächenstück im mathematischen Sinne 
unter Voraussetzung jener Grenzbedingungen wirklich ein Minimum 
von Flächeninhalt besitzt. Wenn es daher irgendwie gelungen ist, 
durch eine Seifenwaaserlamelle für einen Moment ein Minimalflächen- 
stück zu realisiren , welchem ein Minimum des Flächeninhalts nicht 
zukommt, so wird sich dieser Umstand dadurch zu erkennen geben, 
dass jene Lamelle in der Lage, in welcher sie sich in jenem Momente 
befindet, nicht zur Ruhe gelangt, sondern sich von derselben aUmählig 
immer mehr entfernt, bis sie eine von der ursprünglichen Gestalt 
vielleicht sehr verschiedene stabile Gleichgewiehtsgestalt erlangt hat. 

Ist hierbei die Vorrichtung, welche die SeifenwasserlanieUe den 
Grenzbedingungen anpasst , so beschaffen , dass ein Theil derselben 
beweglich ist, entsprechend einem in den Grenzbedingungen enthal- 
tenen Parameter, so läast sieh die Grenze, bei welcher die Stabilität 
aufhört, auf experimentellem Wege ermitteln. Für den Fall einer 
Zone der durch Rotation einer Ketteiilinie um ihre Directris entste- 
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hat bebarnitlich Hr. Plateau eine solche Unter- 
suchung wirklich ausgeführt. (Sur les flgures d'equilihre d'une masse 
liquide Sans peaauteur, Vme S(5rie. § 2, 3, 11, 15. Vllme S^rie, 
§ 21 , 22. Xme S^rie. § 29. Wegen allgemeiner hierher gehörender 
Bemerkungen vgl. Xlme S^rie § 33, 34, Mömoires de TAcaclömie 
royale de Belgique. T. XXXIII— XXXVII. 1860-68.) Durch Ver- 
gleichung mit dem theoretischen Ergehnisse erhält man ein Urtheil 
über das Mass der grösseren oder geringeren Genauigkeit, mit der es 
gelungen ist, den mathematischen Bedingungen durch das Experiment 
zu entsprechen. 

Bei den Experimenten, welche ich angestellt habe, entspricht der 
Cyünderfläche x^+p' = JR^ ein Grlascyliuder , die beiden 
Strecken der Begrenzung werden diurch zwei Drähte von der 1 
des inneren Cylinderdurchmessers vertreten , welche durch ; 
Tührungen in einer zur Cylinderfläche senkrechten Lage erhalten 
werden. Wird der Apparat in die Flüssigkeit getaucht und wieder 
herausgezogen, so zeigen sich bei Anwendung geeigneter Yorsichts- 
massregeln die beiden Drähte durch eine die innere Cylinderwandung 
rechtwinklig treffende Lamelle mit einander verbunden, welche die 
Gestalt der Fläche eines ebenen Rechteckes oder eines Theiles einer 
Schraubenfläehe besitzt, jenachdem die beiden Drähte parallel einge- 
stellt sind oder nicht. Durch Aenderung des Abstandes der beiden 
Drähte und des Winkels , den dieselben mit einander bilden , können 
dem Verhältnisse H:2B und der Grösse a verschiedene Werthe bei- 
gelegt werden. Wenn die Stabilitätsgrenze überschritten wird , so 
degenerirt die erwähnte Lamelle in zwei ebene halbkreisförmige La- 
melle», welche je einen der beiden Drähte mit der inneren Cylinder- 
wandung verbinden. Sowohl wenn a gleich 0, als auch wenn tc gleich 
^ gesetzt wurde, ergab sich zwischen den auf experimentellem Wege 
bestimmten Stabilitätsgrenzen für das Verhältniss H:2It und den 
theoretischen Werthen der obigen Tabelle eine befriedigende Ueber- 
einstimmung ; genauere Messungen anzustellen rausa ich Physikern über- 
lassen. 
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SO. Buiae des JouchdIs tat isjne und angoHandte Uathematii . 8. 230— SCO. 

Die Variationsreclmmig aeigt, dass dasjenige Fläohenstiick, welclies 
unter aÜen von derselben Eandlinie begrenzten Fläcbenstüeken mög- 
lichst kleinen Flächeninlialt hat, in jedem seiner Punkte gleich grosse 
und entgegengesetzt gerichtete Hauptkrümmniigsradien besitzen mnsa. 
Da nim auch umgekehrt allen Flächen, deren mittlere Krümmung in 
jedem ihrer Pnnkte gleich Null ist, die Eigenschaft zukommt, dass 
sich Stücke derselben abgrenzen lassen, welche unter allen je von 
denselben ßandiinien begrenzten Flächenstüokeu den kleinsten Flächen- 
inhalt besitzen, so werden die in Rede stehenden Flächen überhaupt 
Flächen kleinsten Flächeninhalts oder knrz Minimalflächen ge- 
nannt. Die Titel einer grossen Anzahl von Abhandlungen , welche 
sich auf diese Flächen beziehen , findet man , zumeist mit einer mehr 
oder weniger ausführlichen Inhaltsangabe in den Einleitungen der 
beiden Schriften: 

„Ueber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begren- 
zung," Eine Abhandlung von Bernhard Riemann. Bear- 
beitet von K. Hattendorff. 13. Bd. der Abhandlungen der 
Königlichen Gresellsehaft der Wissenschaften zu G-Öttingen. 1867. 
„Sülle proprietä generali delle saperficie d'area minima." Mem. 
del prof. E, Beltrami. Memorie dell' Aecademia delle Scienze 
dell' Istituto di Bologna. Serie 2. Tomo Vn. 1868. 
und in den beiden Werken : 

Todhunter, History of the Progress of the Calculus of Va- 
riations, Cambridge and London, 1861. 
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J. Plateau, Statique exp^rimentale et theoriqiie des Liquides, 

Gand et Leipzig, 1873. 
angeführt, auf welche hier verwiesen wird. 

Der Umstand, dass die Bedingung für das Eiutreten des stabilen 
Gleichgewichtszustandes einer flüssigen Lamelle, auf welche äussere 
Kräfte nur längs des Itandes einwirken, übereinstimmt mit der Be- 
dingung, dass diese Lamelle innerhalb der Begrenzung, an welcher 
sie adhärirt , ein Minimum von Oberfläche besitze , ist von Herrn 
Plateau mit glücklichstem Erfolge dazu benutzt worden, um Stücke 
von Minimalflächen , deren Begrenzung in mannigfaltiger Weise vor- 
geschrieben werden kann , auf physikalischem Wege zur Anschauung 
zu bringen. Die grosse Vergänglichkeit der aus gewöhnlichem Seifen- 
wasser gebildeten Lamellen legte den Wunsch nahe , zu dem angege- 
benen Zwecke eine Plüssigkeit benutzen zu können , deren Lamellen 
längere Zeit andauern. Dieser Forderung entspricht in hohem Grade 
eine Flüssigkeit, welche Herr Plateau bereiten gelehrt hat und 
welche unter dem Namen des Plateau-schen Glycerinseifenwassers 
bekannt ist; mittelst desselben gelingt es auf die einfachste Weise, 
Stücke von Minimalflächen durch flüssige Lamellen zur Anschauung 
zu bringen, welche unter günstigen Umständen stundenlang andauern. 

Besonderen Anspruch auf Dank hat Herr Plateau sich neuer- 
dings auch dadurch erworben , dass derselbe seine zahlreichen Unter- 
suchungen über den Gleichgewichtszustand der Flüssigkeiten, die 
Früchte jahrelanger vom schönsten Erfolge gekrönter Forschimgen, in 
Verbindung mit einer eingehenden Würdigung der einschlägigen Ar- 
beiten anderer Physiker und Mathematiker, gesammelt in' zwei Bänden 
unter dem oben angeführten Titel, allen denen leicht zugänglich ge- 
macht hat, welche nicht die Gelegenheit haben, diese inhaltreichen 
Abhandlungen aus den Schriften der belgischen Akademie, in welchen 
sie zuerst veröfl'entlicht worden sind, kennen zu lernen. 

Die Mittheilung der vorliegenden Miscellen geht aus dem Wunsche 
hervor , zur Verbreitung des Interesses für die in so mannigfacher 
Beziehung merkwürdigen Minimalflächen etwas beizutragen. Herr 
W.Fiedler erwies dem Verfasser die Ehre, der jüngst erschienenen 
zweiten Auflage der deutschen Ausgabe der Analytischen Geometrie 
des Raumes von George Salmon einen Auszug aus dem Folgenden 
als Anhang beizugeben. 

I. 

Einen wichtigen Schritt zur Erforschung geometrischer Eigen- 
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Schäften der MinimaLfläehen tkat Herr s a i a n Eonnct (siehe dessen 
Abhandlung : Liouvilles Journal, 2. Serie, Tome Y. p. 221—252, 1860), 
indem derselbe die bekannte durch parallele Normalen vermittelte 
Beziehung der Punkte einer krnmmen Fläche zu den Punkten einer 
Kngelfläche vom Eadius 1 der Untersuchung der Minimalflächen zn 
G-ninde legte. Es ergab sich hierbei (1. c. p, 227, Formel 53) das 
folgenreiche Resultat, dass das Quadrat des Linienelementes einer 
Minimalfläche an jeder Stelle dem Quadrate des entsprechenden Linien- 
elementes der Kugelfläche proportional ist. Herr Ossian Bonnet 
zog hieraus den Sehlnss, dass die den Meridianen und Parallelkreisen 
der KugeMäche entsprechenden Linien einer Minimalfläche sich nicht 
nur stets rechtwinklig schneiden, wie bereits Herr Minding im 
Jahi'e 1849 gefimden hatte (Journal für Mathematik, Bd. 44, S. 70), 
sondern dass dieselben, was noch mehr besagt, ein System sogenannter 
isometrischer Linien bilden, d. h. solcher Linien, welche die Fläche in 
unendlich kleine Quadrate zu theilen vermögen, — und dass überhaupt 
jedem Systeme von isometrischen Linien auf der Kngelfläche ein 
System isometrischer Linien auf der Minimalfläche entspricht. Nun 
ist aber mit jedem Curvensystem auf einer Fläche, welches dieselbe 
in unendlich kleine Quadrate zu theilen vermag (vergl. Liouvilles 
Journal, Tome XII. p. 294, 1847), eine conforme Abbildung dieser 
Fläche auf eine Ebene verbunden, bei welcher jeder von den beiden 
das Curvensystem bildenden Scbaaren von Curven auf der Fläche 
eine Schaar paralleler Geraden in der Ebene entspriclit. Mit Rück- 
sicht auf die Gaussische Auflösung der Aufgabe: die Theile einer 
gegebenen Fläche auf einer anderen gegebenen Fläche conform, d. h. 
in den kleinsten Theilen ähnlich , abzubilden , enthält daher die von 
Herrn Ossian Bonnet gegebene Formel nicht allein den Satz, dass 
bei der durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung der Punkte 
einer Minimalfläche und einer Kugelfläche entsprechende Linienele- 
mente an jeder Stelle einander proportional sind, sondern auch den 
Satz, dass durch die erwähnte Zuordnung jede der beiden Flächen 
auf die andere conform abgebildet wird. Denn nach dem Ergebnisse 
der Gaussischen Untersuchung sind diese beiden Sätze vollkommen 
äquivalent und jeder derselben ist eine unmittelbare Folge des Satzes, 
welcher in der erwähnten Ossian Bonnetschen Formel seinen ana- 
lytischen Ausdruck findet. 

Man kann den angeführten und einige andere allgemeine Sätze, 
welche Minimalflächen betreffen , auf einfache Weise ableiten , indem 
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man die unabhängigen Variablen p, q, als deren Functionen die recht- 
winkligen Coordinaten x, y , e eines Punktes der Minimalflaehe be- 
trachtet werden, so wählt, dass die Curven p = const. mit der einen, 
die Curven q = const. mit der anderen Schaar der Krümmungslinien 
der Fläche zusammenfallen. Bezeichnen X, Y, Z die Cosinus der 
Winkel, welche diejenige Eichtving der Normale der Minimalflaehe in 
dem Punkte x, y, mit den Coordinatenasen bildet, welche mit der 
Richtung des der Krümmungslinie p = const. angehörenden Haupt- 
krümmungsradius q der Fläche in diesem Punkte zusammenfällt, so 
erhält man in Polge des Parallelismus des Elementes einer Kriimmungs- 
linie und seines sphärischen Bildes und des bekannten Verhältnisses 
der Längen heider {vergl. einen Aufsatz von ßodrigues, Correspon- 
danee sur TEcole polytechnique, vol, III. p, 162, 1815, und einen Auf- 
satz des Herrn Weingarten, Journal für Mathematik , Bd. 62, 
S. 160—165, 1862) 



^ = p(^'^^-ff^O 





*-''(lF*^"5f*) 






Setzt man hierauf 






(f^(f)V(fJ^ 


dX 


dY ÖY SY dZ dZ 


üf 


dq dp dq dp dq 




(f)'-(f)^(fJ^ 



G, 

so ist wegen der Orthogonalität der Curven p ^ const. und q = const. 
i^ =^ , und man erhält , wenn dl die Länge eines Linienelementes 
der Minimalfläche , dL die Länge des entsprechenden Linienelementes 
der Kugelfläehe X^+Y^+Z" = 1 bezeichnet, 

dl' ^ (dxy-i-(dyy+(d;üy = q^Edp^+Gd^) = 

= 9''[{dXy-\-{dYf+{dZy] = &'dL\ 

Diese Grleiehung sagt aus, dass bei der durch parallele Normalen 
vermittelten Beziehung der Punkte einer Minimalfläche zu den Punkten 
einer Kugelfläche vom Radius 1 die erstere auf die letztere conform 
abgebildet wird und Aass hierbei die lineare Vergrössernng an jeder 
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eiazeluen Stelle dem reciproken Wertlie des Hauptkrüimnungsradiaa 
gleich ist. Weil die Änsdrücke tiir dx, äy, äs vollatändige Differen- 
tiale seia müssen, so müssen dieselben der bekannten Integrabilitäts- 
bedingung gentigen. Stellt man diese Bedingung für die drei Aus- 
drücke auf, so erhält man mit leichter Mühe die Grleichungen 

Hieraus folgt, dass qE eine Function von p allein, ?(? eine rnnction 
von' 2 allein ist. Führt man daher mittelst der Grleichungen 

dp, = "^QE-dp, dq, = SjgG-dq 

zwei neue Variable ein und wählt diese zu unabhängigen Variablen, 
bezeichnet dieselben auch der Einfachheit halber wieder mit p, g, so 
hat man zu setzen 

£=(3 = 1, di:' = 9{dp'+dq'), dJ? = -^Ü^il 

Hieraus ergibt sich der von Herrn Ossian Bonnet zuerst ausge- 
sprochene Satz (Comptes rendus 1853 , Tome 37. p. 632 ) , dass eine 
Minimalfläche durch ihre beiden Schaaren von Krümmungslinien in 
unendlich kleine Quadrate getheilt werden kann, oder mit anderen 
Worten : Jede Minimalfläche kann in der Art auf eine Ebene conform 
abgebildet werden, dass den beiden Sehaaren Krümmungslinien zwei 
Schaaren von parallelen Greraden {p = eonst., q = const.) entsprechen, 
und zwar ist das Vergrösserungsverhältniss bei dieser Abbildung der 
Quadratwurzel aus der Länge des Hatiptkrümmungsradius in dem be- 
trachteten Punkte der MinimaMäche umgekehrt proportional. Bei 
dieser Abbildung entspricht zugleich jeder Asymptotenlinie der Mini- 
malfläche, welche die Sehaar der Krümmungalinien unter 45° schneidet, 
und überhaupt jeder isogonalen Trajectorie der Krümmungslinien eine 
gerade Linie. Man kann den obigen Satz auch aussprechen wie folgt : 
Der Abstand zweier unendlich benachbarten Krümmungslinien einer 
Minimalfläche ist überall der Quadratwurzel aus dem Hauptkrümmungs- 
radius der Minimalfläche direct proportional. 

n. 

Führt man nun mit Herrn Weierstrass (Monatsberichte der 
Berliner Akademie 1866, S. 618) die complexen Grössen 
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X + Yi __ J^^i _ 

1-2 ~ ^' \~Z ■^' 

als neae Variable ein , von welchen die erste durch einen Punkt der 
XF-Ebene geometrisch dargestellt wird, welcher bei der stereographi- 
schen Projection der Kiigelfläche vom Punkte X = 0, T=0, 2=^1 
aus auf die Äeqnatorebene Z = ^ dem Punkte X, T, 2 der Kugel 
entspricht, so erhält man 

X = ^ + '^' 7 = Jl.I:^!?- z -= -^^^ 

ss^+l ' i SS,+1 ' ■'^i+l ' 

(a-narnm = f;^,^ - ^*. 

Da mm (fo ■ ds^ das Quadrat der Länge des Linienelementes in der 
Ebene bedeutet , deren Punkte die complexe Grösse s geometrisch dar- 
stellen, und da die Länge dieses Linienelementes der Länge des 
Linienelementes in der Ebene der complexen Grösse j) + g» propor- 
tional ist, wie die vorstehende Gleichung lehrt, so ist jede der beiden 
Ebenen eine conforme Abbildung der anderen, also ist die complexe 
Grösse s entweder eine Function des complexen Ai'gnraentes e = p -J- gi, 
oder des complexen Argumentes ff, = p — gi Man kann also, indem 
man nöthigenfalls q mit —3 vertauscM, allgemein 

S=ft6), S,_f,(«,) 

setzen, wo f und /■, zwei conjngirte analytische EunetioaeQ bezeichnen. 
Drückt man alle übrigen Grössen durch die Grössen s, s^, 0, a^ aus, 
so erhält man 



^'■-r(i+».)--(w)"(^)"**.. 

(Vergl. die Abhandlung des Herrn Enneper, Zeitschrift für Mathe- 
matik 1864. Band IX. S. 107,) Betrachtet man nun s und s, als un- 
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Variable, während (5(s) eine Functiou von 
welche durch die Grleichung 



*(f)"^ 



sw 



bestimmt ist , so ergibt sich , wenn der vorgesetzte Buchstabe 91 be- 
deutet, dass der reelle Theil der nachfolgenden eomplexen Grösse 
genommen werden soll (vergl. Monatsberichte 1866, S. 619), 



= = ./ 



(l-s')g(s)*, 



!»j"2sS(s) 



ds, 



dl" = dx"+df+ds^ = {l+ss^f%{s)%,{s,)ds-ds^, 

9 = 3(l+sSi)'V'S(s)-5.{Si), wo ^,{s,) die zu g(s) conjugirte cora- 
plexe Grösse bezeichnet. Zu jeder Function %(s) des eomplexen Ar- 
gumentes s gehört in Folge dieser Formeln eine Minlraalfläche und 
zwar ist diese Fläche, wie Herr W ei erstras s nachgewiesen hat 
(a. a. 0. S, 621) , stets dann und nur dann eine algebraische Fläche, 
wenn die Function ^ (s) die dritte Ableitung einer algebraischen 
Function von s ist. 

"Weil die Gleichungen für dx, dy, dz in Bezug auf die Function 
g(s) linear sind, so erhält man, wenn man nach der Reihe für ^{s) 
setzt 9)j{s), tp^{s), rpj^s) + fp^{s), folgenden aUgemeinen Satz: Ordnet 
man die Punkte zweier Minimalfiächen F^ und F^ in der Weise ein- 
ander zu, dass die Normalen beider Flächen in entsprechenden Punkten 
einander parallel sind, und constrnirt zu jedem Paare entsprechender 
Punkte von F^ und F, einen dritten Punkt, dessen Coordinaten be- 
züglich die Summen der gleichnamigen Coordinaten der beiden ent- 
sprechenden Punkte sind, so beschreibt auch dieser dritte Punkt eine 
Minünalfläehe und die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten 
der drei Minimalflächen sind einander parallel. Dieser Satz wurde 
im Jahre 1865 von Herrn Weierstrass den damaligen Mitgliedern 
des an der Berliner Universität bestehenden mathematischen Seminars 
mitgetheüt, Dass bei der angegebenen Construction jede der drei 
Minimalfiächen axif die beiden anderen conform abgebildet wird, ergibt 
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sieh sowohl aus der Proporticaalität der Längen entsprechender 
Linienelemente der drei Flächen, als auch daraus, dassjede derselben 
durch parallele Normalen auf die Kugelfläche conform abgebildet wird, 

m. 

Ersetzt man die Function g{s) durch e''f%{s), wo a eine reelle 
Grösse ist, und dem entsprechend i5,{*J durch e-''»'5i(S|), so erhält 
man , da die ■ Länge des Linienelementes der Minimalfläehe hierbei 
nicht geändert wird, eine Biegungsfläehe der vorigen Fläche, 
welche wieder eine Minimalfläehe ist. *) Hierbei entsprechen die Erüm- 
mungslinien der Biegungsfläche einer Schaar von Curven, welche die 
Krünunungslinien der ursprünglichen Fläche unter dem "Winkel ^a 
schneiden, denn es geht ä& in e^'''dß über. Die reelle Grösse « kann 
als eiu variabler Parameter aufgefasst werden; Es ist also möglich, 
Theile einer Minimalfläehe auf stetige Weise mit einem variablen Pa- 
rameter so zu biegen, dass dieselben während der Biegung beständig 
MnimaJflächen bleiben. Jede Schaar von Curven, welche die Krüm- 
mungslinien der ursprünglichen Fläche unter demselben constanten 
Winkel schneiden, wird bei dieser Biegung einmal zu einer Schaar 
von Kriimmungslinien. Auch gilt der Satz , dasa die bei der Multi- 
plication von % (s) mit e"' entstehenden Biegungen einer Jlinimalfläche 
die einzigen Biegungen derselben sind, bei welchen sie die Eigenschaft, 
Minimalfläehe zu sein, beibehält. 

Denkt man sich während der Biegung, indem man « als variabel 
betrachtet, einen Punkt des gebogenen Flächentheües festgehalten, 
was durch passende Verfügung über die durch die Integration einge- 
führten Constanten erreicht wird, so geht die Biegung den obigen 
Formeln zufolge in der Art vor sich, dass die Tangentialebenen in 
allen entsprechenden Punkten parallel sind und dass die Tangenten 
je zweier entsprechenden Linienelemente mit einander den Winkel « 
einschliessen. Jeder Punkt des Minimalflächenstückes beschreibt 
während der Biegung eine Ellipse, deren Mittelpunkt der festgehaltene 
Punkt ist. 

Einen speciellen Fall dieser Biegung , welcher dem Werthe 
K = + JjT entspricht, kennt man durch eine kurze Mittheilung des 
HerrnOssian Bonnet seit dem Jahre 18B3 (Comptes rendus Tome 37, 
p, 532). Bezeichnen E, Q, 3 die Coordinaten des dem Punkte x, y, s 



*) Siebe S. 119 dieses Bandes, 
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unter der Voraussetzung « = — |ro nach der Biegung entsprechenden 
Punktes, so erhält man einerseits die Gleichungen 

ÄS = -S[(l-s-)>S(s)<Js], 

dt) - +9![(l+s-)g(s)<is], 

di = -gi[2s!g(s)&], 
audei'erseits ergeben sich aus den Gleichungen 

dl dx + dtjdy + d)jdz = , 
Xdi^YdVi + Zdi = 
bei richtiger Bestimmung des Vorzeichens folgende Ausdrücke 

dl = Zdy—Yd0, dt) = Xds-^Zdx, d^ = Yäx—Xdy. 
Hierbei erhält man beiläufig den Satz, daas die auf der rechten Seite 
der vorstehenden Gleichungen stehenden Ausdrücke vollständige Diffe- 
rentiale sind, was einer bekannten Form der partiellen Differential- 
gleichung der MinimaMächen entspricht. {Lagrange, Oeuvres com- 
plötes Tome I. p. 356.) 

lieber den allgemeineren Fall der Biegung einer Minimalfiäche 
unter der Bedingung, dass sie die Eigenschaft behält, Minimalfläche 
zu sein, vergleiche man Ossian Bonnet, Journal de l'Ecole poly- 
technit|_ue, Cah. 42, (1860) 1867 p. 7 — 15 und die Monographie : „Ueber 
Raumcurven und Flächen" von K, Petersen, Leipzig bei Franz 
Wagner, 1868, S. 66 und 72. 

IV. 
Bezeichnet man die drei Grössen 



X + li =J\l^8^)^{s)dS, 

y + ^i=J'''i{l+s^)^is)ds 
s + ^i = j ^s%{s)ds 



beziehlieh mit U, V, W und führt statt s irgend eine Function t von 
s als neue unabhängige Variable ein, so erhält man folgenden Satz: 
Sind ü, V, W im Sinne der neueren Functionentheorie drei Functionen 
derselben eomplexen Grosse t, welche die Eigenschaft besitzen, dass 
die Summe der Quadrate ihrer Ableitungen 
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\dt) '^ \7ät) ■'■ Vir) 

identiscli gleich Null ist, so stellen die Gleichungen 

wenn x, y, s rechtwinklige Ptinktcoordinaten bezeichnen und der Buch- 
stabe 31 die oben erklärte Bedeutung hat, in allgemeinster Weise eine 
Minimalfläche dar. Diese Gleichuugen stehen übrigens mit den von 
Monge (Application de l'Änalyae ä la Geometrie, Edition de M. 
LionvUle p. 219 et 220) gegebenen auf derselben Stufe. 

"Werden die drei complexen Grössen ü", V,-W in drei Ebenen 
durch Punkte geometrisch dargestellt, so ergeben sich drei eonforme 
Abbildungen der betrachteten Minimalfläche auf diese drei Ebenen. 
0a nun den Ciirven, in welchen die Minimalfläche von der Ebenen- 
sehaar n = const. geschnitten wird, in der Ebene der complexen 
Grösse W eine Schaar von parallelen Geraden entspricht, welche 
die in dieser Ebene liegende Axe des Reellen rechtwinklig schneiden, 
80 bilden die Curven = const. (Niveaucurven) nebst ihren ortho- 
gonalen Trajectorien, den Curven des stärksten Falles, ein isometri- 
sches Curvensystem auf der Eläche, Dieser Satz gilt unverändert für 
alle Curven , in welchen eine Mnimalfläche von irgend einer Schaar 
von parallelen Ebenen geschnitten wird, und deren orthogonale Tra- 
jectorien. 

Bezeichnet man die zu den Grössen ü, V, W conjngirten com- 
plexen Grössen mit U^, V,, W,, so ergibt sich 

dl' = dx'+df+ds' = ^(dU-dÜ,+ dV-dV,+ dW-dW,). 

Man verdankt H i e m a n n eine interessante geometrische Inter- 
pretation dieses Satzes. (S. Art. 7 der oben erwähnten Abhandlung.) 
Nach der obigen Formel ist zvmäehst das Quadrat der Länge des 
Linienelementes der Minimalfläche gleich der halben Summe der Qua- 
drate der Längen der entsprechenden Linienelemente in den Ebenen 
der complexen Grössen U, V, W. Da nun die Linearvergrösserung 
bei der conformen Abbildung in irgend einem Punkte nach allen Rieh- 
tungen dieselbe ist, so ist die FlächenvergrÖsserung gleich dem Qua- 
drate der Linearvergrösserung. Also ist das Flächenelement 
der Minimalfläche gleich der halben Summe der ent- 
sprechenden Flächenelemente in den Ebenen der com- 

SohnnrK, GeeODmielte AbbnDdlnn^n. 1, 12 
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plexeii Gri'össen U, V, W, und dasselbe gilt von ganzen 
FläeKentlieilen der Minimalfläciie und deren conformen 
Abbildungen in den Ebenen der Grössen U, V, W. Werden 
nun die Flächeneleniente in diesen Ebenen beziehungsweise durch 
dx-ä^, dy-ätj, äs-ä^ bezeichnet (wobei zu bemerken ist, dass diese 
Producte in Folge der soeben getroffenen Festsetzung nicM mehr die- 
selbe Bedeutiuig haben, wie vorher), so wird durch den angegebenen 
Satz die Berechnung des Flächeninhalts eines gegebenen Stückes M 
einer Minimalfläche auf die Berechnung des Integrales 



I / I (dx ■ d;^ + dy ■ dt) + djs ■ rfj) 



zurückgeführt. (Man vergl. die Formel 5 des Art. 6 der eitirten Ab- 
handlung.) 

Dieses Doppelintegral geht aber, wenn die Integration in Bezug 
auf X , y , n ausgeführt wird, in das über die Begrenzung von M zu 
erstreckende einfache Integral 



\i{xä%-^yd\ 
über, welchem man auch die Gestalt 



+ säi) 



*/ 



dx, dy, dz 



geben kann. 

Das Element des letzteren Integrals kann nun wie folgt geome- 
trisch interpretirt werden. 

Man verbinde die Endpunkte eines Elementes dl der Begrenzung 
von M durch geradlinige Strecken mit dem Coordinatenanfang und 
bezeichne den Flächeninhalt des hierdm'ch entstandenen Dreiecks mit 
df; CO sei der Neigungswinkel der Ebene dieses Dreiecks gegen die 
Tangentialebene von M an der betrachteten Eandstelle. Dann ist 



dx , dy , ds 



■- cos 0) - df. 



Denkt man sich diese Construction für alle Elemente der Begren- 
ziingslinie von M ausgeführt, so bildet die Gesaramtheit der Dreiecke 
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eine bestimmte Kegelfläche, deren Seiten den Coordinatenanfang mit 
allen Punkten der Begrenzungslinie von M verbinden. Tritt nun der 
speeieHe Fall ein, dass diese Kegelfläche gegen die Minimalfiäehe 
längs der Begrenzung unter conatantem Winkel ta geneigt ist, so ist 
der Flächeninliait des Minimalflächenstückes gleich dem Producte aus 
dem Fläcbeninhalt des betrachteten Stückes der Kegelüäehe und dem 
Cosinus des Neigungswinkels beider Flächen gegen einander. Insbe- 
sondere ist der Flächeninhalt des Minimalflächenstückes dem Flächen- 
inhalt des betrachteten Stückes der Kegelfläche gleich, wenn jener 
Winkel überall gleich Null ist. 

Diese den Flächeninhalt von Minimalflächenstücken betreffenden 
Sätze, von welchen specielle Fälle (Lindelöf-Moigno, Calcul des 
variations p. 210—212, 1861) schon seit längerer Zeit bekannt sind, 
lassen sich auch sehr einfach auf mehr geometrischem Wege beweisen, 
wenn man eine Schaar ähnlicher und ähnlich gelegener Minimalflächen- 
stücke betrachtet und die Differenz des Flächeninhalts zweier unend- 
lich benachbarten in doppelter Weise ausdrückt. 



Setzt man in den Formeln, diu'ch welche die GrrÖssen U, F, W 
eingeführt wurden, für (?£, ätf, (?j ihre durch X, Y, Z, dx, äy, ds aus- 
gedrückten Werthe, so ergeben sieh die, wie mir scheiut, 
werthen Grlciehungen 



TJ = x + if(Zdy-Ydz), 
V ^ y + ifiXd^-Zdx), 
W= s + if(Ydx~Xdii), 



welche zu einer expliciten Lösung folgender Aufgabe führen: Es soll 
eine Minimalfläche analytisch bestimmt werden, welche durch eine 
beliebige vorgeschriebene analytische Linie hindurchgeht und längs 
dieser Linie in jedem Punkte eine vorgeschriebene Normale besitzt, 
deren Lage sich längs der gegebenen analytischen Linie nach einem 
gegebenen analytischen Gesetze ändert. 

Denkt man sieh nämUeh die Coordinatea x, y, s eines beliebigen 
Punktes der vorgeschriebenen Linie und ebenso Z, Y, Z^ die Cosinus 
der Winkel, weiche die vorgeschriebene Normale in dem betrachteten 

12* 
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Pimkte mit den Coordinatenaxen bildet, als analytische Piinctioneii 
einer reellen Variablen t gegeben, so dass also die G-leicIiuiigen 

X'+Y'+Z' = 1, Xdx + Ydy + Zds = 

identisch befriedigt sind, so sind die Functionen U, V, W für die 
reellen Werthe von t, abgesehen von additiven rein imaginären Con- 
stanteii, auf welche es hier nicht ankommt, eindeutig bestimmt und 
befriedigen die Gleichungen 

xdU+Ydv+zäw = 0, (duy+(dry+(dwy = o 

identisch. 

Weil aber die Junctionen U , V, W analytische Fiuietionen der 
Variablen t sind, so haben dieselben auch für alle complexen Werthe 
von t, welche diese Variable als Argument der analytischen Func- 
tionen X, y, s, Xf Yf Z annehmen kann, eine bestimmte Bedeutung, 
während die Gleichungen 

XäU + YdV+ZdW = 0, {duy+(dvy+(dwy == 

unverändert bestehen bleiben. Wenn man nun der Variablen t auch 
diese complexen Werthe beilegt, so stellen die Gleichungen 

x'= mü, y'= m7, ^'= 31 Pf 

eine Minimalfläche dar, welche die vorgeschriebenen Eigenschaften 
besitzt. 

Aus dem Vorhergehenden kann auch der Schluss gezogen werden, 
dass es unter den angegebenen Voraussetanngen nur eine einzige Mi- 
nimalfläehe giebt, welche den gestellten Bedingungen genügt. Denn, 
betrachtet man an Stelle der Grösse t wieder die Grösse 

X + Yi 

als unabhängige Variable, so sind die Functionen C/, V, TT des com- 
plexen Argumentes s in Folge der obigen Gleichungen längs einer 
Linie, nämlich für diejenigen Werthe von s, welche den vorgeschrie- 
benen Normalen entsprechen , durch die gestellten Bedingungen dem 
Werthe nach bis auf additive rein imaginäre Constanten, welche will- 
kürlich angenommen werden können, bestimmt. Nach einem bekannten 
Satze der Theorie der analytischen Functionen, dessen Voraussetzungen 
im vorliegenden Falle erfüllt sind , ist aber eine Function complexen 
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Argumentes vollständig bestimmt, sobald deren Werthe längs einer 
Linie gegeben sind. 

Hieraua ergibt sich folgender allgemeine Satz: Wenn zwei Mini- 
malflächen eine Linie gemeiosam haben und wenn längs dieser Linie 
die Normalen beider Flächen zusammenfallen, so fallen beide Flächen, 
beziehungsweise deren analytische Fortsetzungen , in ihrer ganzen 
Ausdehnung mit einander zusammen. 

Dieser Satz, dessen Kenntniss ich einer gütigen mündlichen Mit- 
theilung des Herrn Weierstrass verdanke, enthält als specielle 
Fälle folgende beiden Sätze: 

1. Jede auf einem Stüche einer Minimalfläche liegende gerade 
Linie ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses 
Stückes entstehenden Minimalfläche. 

2. "Wenn an£ einem Stücke einer Minimalääche eine ebene Ourve 
liegt, längs welcher die Tangentialebene der Fläche imd die Ebene 
der Curve mit einander einen rechten Winkel einschliessen, so ist die 
Ebene dieser Curve eine Symmetrie - Ebene derjenigen Minimalfläehe, 
welche durch analytische Fortsetzung dieses Stückes entsteht. 

Eine Anwendung dieser Sätze enthält ein in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom Jahre 1872, S. 3 — 27 veröffentlichter 
Aufsatz des Verfassers. *) 

Die allgemeine Aufgabe , durch eine vorgeschriebene Linie eine 
Minimalfläche zu legen, deren Normalen längs der Linie ebenfalls vor- 
geschrieben sind, ist schon vor längerer Zeit von E. Gr. Björiing, 
später von den Herren Ossian Bonnet und Mathet in Angriff 
genommen worden. 

Mit Hülfe der obigen Formeln kann man leicht alle Minimal- 
fläehen bestimmen, welche zugleich geradlinige Flächen sind. 

Wählt man nämlich eine beliebige geradlinige Erzeugende einer 
.gen Minimalfläehe zur x-Ax&, die diese Erzeugende und die 
L unendlich benachbarte Erzeugende rechtwinklig schneidende 
Grerade zur ^-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems, so ist es 
stets möglich , eine Oonstante a so zu bestimmen , dass £ ^ a — 
die G-leichuDg eines hyperbolischen Paraboloides darstellt , welches 
die Minimalfläche längs der G-eraden «/ = 0, .? = berührt. Man 
hat also zu setzen 



*) Siehe S. 126—148 diei 
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^ = 0, 2 = 0, X = 0, r = — ==^, Z -- 

y Q^ + 3? 



oder besaei' 

itx\ :.. A ^ n -V n T^ , 



m^iti), y = (), = 0, x = o, r=--i^, 2=i-tg(;i; 



und erhält dann ohne Mühe 



als Gleichung der Minimalfiäehe selbst. Hieraus ergibt sieh der Satz ; 
Jede geradlinige Minimalfläche ist entweder eine Ebene oder eine 
Schraubenfläche, deren erzeugende Geraden von der Axe der Schrauben- 
flache rechtwinklig geschnitten werden. 

Für diesen Satz gibt es eine Anzahl verschiedener Beweise, 
welche man den Herren 0. Bonnet, Catalan, M. Roberts, 
Serret \i. A. verdankt. 

Man kann nun die Lösung der allgemein gestellten Aufgabe für 
einige apecielle FäUe durchführen. 

1. Es wird die Minimalfläche gesucht, welche das LyperboKsche 
Paraboloid 2z = a(x^—y^) längs der Schnittlinie desselben mit dem 
Rotationseylinder x^+y'' = 1 berührt. 

Die gesuchte Fläche ist eine algebraische. 

2. Für welclie Minimalfläche ist eine Parabel eine geodätische 
Linie ? 

Man erhält dieselbe transcendente Fläche , für welche Herr C a- 
talan (Comptes rendus, Tome 41. p. 1022, 1855; Journal de l'Ecole 
polytechnique , Cah. 37. p. 160 — 163, 1858) eine geometrische Con- 
stmction gegeben hat. 

3. Für welche Miniraalfläche ist eine Ellipse eine geodätische 
Linie? 

Man erhält eine transcendente Fläche, auf welcher eine einfach 
unendliche Schaar von Raumcurven vierten Grades liegt , von denen 
jede einen isolirten Doppelpunkt besitzt.*) Die sphärischen Bilder 
dieser Curven vierten Grades sind confocale sphärische Kegel- 
schnitte. 



*) Längs jeder Curve der Schaar wird die betcacbtete riäcbe von einem Kegel 
zweiten Grades berülivt, dessen Mittelptinkt mit dem isolirtea Doppelpunkte der Curve 
zusarümenfällt. (Späterer Zusatz, 1875,) 
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VI. 

Die Aufgabe, durcli eine geschlossene analytische Linie L eine 
Minimalfläche zu legen, auf welcher diese Linie ein in seinem Innern 
von singnlären Stellen freies, einfach zusammenhängendes FläelienstÜGk 
begrenzt, ist, wenn man von dem trivialen Falle absieht , in welchem 
die vorgeschriebene Linie L eine ebene Curve ist, bis jetzt nocli in 
keiaem einzigen Falle gelöst worden, obwohl Grergonne im Jahre 
1816 die Aufmerksamkeit der Mathematiker gerade auf diese Aufgabe 
und im 7. Bande seines Journals (p. 68) eine bestimmte 
ieser Ai-t gestellt hat. 

Die analoge Aiifgabe hingegen , bei welcher die vorgeschriebene 
Linie L von einer Anzahl geradliniger Strecken gebildet wird, ist in 
der neuesten Zeit von Rie mann und Weierstrass in vollster 
Allgemeinheit gelöst worden. Die Veröffentlichung der von Herrn 
Weierstrass benutzten Untersuchungsmethode steht noch bevor. 
Von den Untersuchungen Biemann's auf diesem G-ebiete gibt die 
oben erwähnte posthnme Abhandlung Kunde. 

In Bezug auf die speeielle Minimalfläche , deren Begrenzung als 
ein von vier Kanten eines regulären Tetraeders gebildetes Vierseit 
vorgeschrieben ist, sei verwiesen auf eine in den Monatsberichten der 
Berliner Akademie vom Jahre 1865 (S. 149 — 153) enthaltene Mit- 
theilung *) tind auf die Monographie des Verfassers : Bestimmung einer 
speciellen Minimalfläche.**) Berlin 1871. 

VII. 

Die einzige unzeilegbare Fläche zweiten G-rades , welche im ana- 
lytischen Sinne als eine Minimalfläche aufgefasst werden kann, ist die 
Kugelfläche , deren Radius gleich Null ist. Die Frage aber , welches 
die unzerlegbaren algebraischen Minimalflächen des nächst höheren 
Grades , beziehungsweise der nächst höheren Klasse sind , sieht noch 
ihrer Beantwortung entgegen. 

Von den Panktsingularitäten , welche eine . algebraische Minimal- 
fläche haben kann, und dem Verhalten einer solchen Fläche im Un- 
endlichen handelt ein Aufsatz des Herrn Geiser, Mathematische 
Annalen, Band 3, S. 530—534 (1871). 

Die Minimalflächen, für welche die eine Schaar der Kriimmungs- 

*) SieiiG S. 1—5 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 6—125 dieses Bandes. 
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lüiien eine Schaar ebener Curven ist , haben die Eigenschaft , daaa 
auch die andere Schaar der Kriimimingslinien von ebenen Curven ge- 
bildet wird. Zu diesen Mächen, welche von Herrn Ossian Bonnet 
(Comptes reiidus, Tome 41. p. 1058, 1855) analytisch bestimmt worden 
sind, gehört auch eine algebraische Minimalfläche neunten Grades, 
welche nur als ein G-renzfall in den Ossian Bonn et sehen Formeln 
enthalten ist und deren Grleichung Herr Enneper aufgestellt hat, 
(Zeitschrift für Mathematik, Bd. IX, S. 108, 1864.) 

Man erhalt diese Eläche , wenn man in den obigen Grleiehnngen 
-^ , also auch %{s) einer reellen Constante gleichsetzt. Die beiden 
Schaaren der Kriimmungahnien dieser Fläche werden von ebenen Curven 
dritten Grades gebildet, während die isogonalen Trajectorien derselben 
Eaumcurven dritten Grades sind. Diese Fläche hat ferner die Eigen- 
schaft, auf stetige Weise in sich selbst verbiegbar zu sein; denn 
setzt man s-e"' statt 5, s^-e-"^ statt s^, so wird die Länge des Linien- 
eleraentes der Fläche nicht geändert und hieraus folgt die E-ichtigkeit 
der aufgestellten Behauptung. 

Die Eigenschaft, auf stetige Weise in sich selbst und folglich 
auf eine Rotationsfläche verbiegbar zu sein , kommt allen Minimal- 
flachen zu , bei welchen ^ (s) = ■ s'""' ist , wo C eine beliebige , m 
eine reelle Constante bezeichnet, denn die Länge des Linienelementes . 
dieser Flächen wird durch die Substitution von s ■ e"' für s und 
Sj-e""* fiir Sj nicht geändert. Die der Annahme %{s) = C-s"'^ ent- 
sprechenden Minimalflächen sind zugleich die einzigen Miniraalflächen, 
welche die angegebene Eigenschaft besitzen. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich vielleicht am ein- 
fachsten aus folgender TJeberlegung. 

Wenn eine Minimalfläche so gebogen wird, dass sie nach der 
Biegung wieder eine Minimalfläche ist, so wird in jedem ihrer Punkte 
weder die mittlere Krümmung noch das Gaussische Krümmungsmass 
geändert, also haben die Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte der 
Fläche nach der Biegung dieselbe Grösse wie vor der Biegung. Hier- 
aus folgt , dass das durch parallele Normalen erhaltene conforme 
sphäiische Bild eines Stückes der Minimalfläche durch die in Rede 
stehende Biegung weder in den kleinsten Theilen noch im Ganzen 
bezügUch Gestalt und Grösse geändert wird; denn das VergrÖsse- 
rungsverhältniss hat für jeden Punkt der Minimalfläche vor imd nach 
der Biegung denselben Werth. Das erwähnte sphärische Bild kann 
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also , wenn es überhaupt seine Lage auf der Kngelfläche ändert , zu- 
folge einer bekannten Eigenschaft eongruenter sphärischer Figni'en, 
nur eine Drehung anf der Kugelfläcbe erfahren. 

Hat mm eine MinimaMäche die Eigenschaft, auf stetige Weise 
in sich selbst verbiegbar zn sein , so wird bei einer solchen Biegung 
der Fläche in sich selbst, bei welcher, um eine gebräuchliche Aus- 
drucksweise anzuwenden, alle Pimkte eines Stückes der Fläche ihre 
Lage nur unendlich wenig ändern, das sphärische Büd dieses Tlächen- 
atückes eine unendlich kleine Drehung auf der Kugelfläche erfahren. 
Hieraus folgt, dass das sphärische Bild jeder auf der Minimaliläche 
liegenden Linie, welche bei dieser Biegung in sich selbst gebogen 
wird, ein Kreis sein muss, welcher bei jener Drehung sich selbst ent- 
spricht. Alle diese Kreise bilden eine Schaar von Parallelkreisen 
der Kugel. "Wählt man nun, was stets möglich ist, das Coordinaten- 
system so, dass den beiden Polen dieser Parallelkreise die "Werthe 
s = und s = CO entsprechen, so ergibt sich, dass bei jeder Bie- 
gung der Minimalfläche in sieh selbst die Grössen s, s^ in s-e"', Sj-e""' 
übergehen, wo cc eine reelle Grösse bezeichnet. Denn es gibt ausser 
den diesem Uebergange entsprechenden Drehungen keine andere, bei 
welcher jeder der erwähnten Parallelkreise in sich selbst übergeht. 
Da nun auch das Quadrat der Länge des Linienelemeutes der Fläche 

bei der Vertauschung von s, s^ mit s-e'"', s^- e'"' ungeändert bleiben 
muss, weil die Fläche der Annahme zufolge in sich selbst verbogen 
wird, so muss der absolute Betrag von g(s) eine Function des abso- 
luten Betrages von s allein sein und hieraus folgt %{s) = C ■ s"'~^ , 
wo C eine beliebige, m eine reelle Constante bezeichnet. 

Dieselbe Frage nach den Minimalflächen, welche Biegungen von 
Rotationsflächen sind, ist auf anderem Wege von Bour in seiner 
Preisschrift über die Biegung der Flächen {Journal de l'Ecole poly- 
techniijue, Gab. 39. p. 99—109 [1860] 1862) beantwortet worden. 

Den Meridianen und den Parallelkreisen der Eotationsfläeben ent- 
sprechen bei der vorhin getroffenen Wahl des Coordinatensystems die 
Cnrven, längs denen beziehungsweise der reelle und der imaginäre 
Theil von ilogs constant ist. 

Gibt man der Zahl m den Werth 0, so erhält man alle ohne Ge- 
staltsänderung der einzelnen Theile in sich verschiebbaren Minimal- 
flächen, welche also zugleich Schraubenflächen sind. Füi' w = und 
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reelle Wertlie von C ergibt sich die durcli Rotation einer Ketteolinie 
um ihre Directrix als Äxe entstehende Minimalfläche. Tiü' m ^= 
und rein imaginäre Werthe von C ergibt sich die oben erwähnte ge- 
radlinige Schraubenfläche. Die Grleichimg der für m ^ und für 
beliebige Werthe von G sich ergebenden llinimalflächen ist zuerst von 
Herrn Scherli im Jahre 1831 in der Beantwortung einer von der 
J ab lonowski sehen Gresellschaft gestellten Preisfrage aufgestellt 
worden. 

VIII. 
Ebenso wie man nach allen geradlinigen Minimalflächen fragen 
kann, kann man die Aufgabe stellen, alle Minimalflächen zn bestimmen, 
welche eine einfach unendliche Schaar anderer vorgeschriebener Linien 
enthalten. Diese Aufgabe ist für den iPall, dass die vorgeschriebenen 
Ciirven Kreis e sein sollen, von Herrn Enneper gelöst worden, 
welcher in einem Aufsatze „Die cyclischen Flächen" (Zeitschrift für 
Mathematik, Bd. XIV, S. 393—406, 1869) zu folgendem Ergebnisse 
gelangt ist; Wenn eine Minimalfläche die Eigenschaft besitzen soll, 
eine einfach unendliche Schaar (reeller) Kreise zn enthalten, so müssen 
alle diese Kreise in parallelen Ebenen liegen. Ein Auszug aus der 
eben angeführten Abhandlung ist in den „Gföttinger Nachrichten" vom 
Jahre 1866 (Nr. 15 vom 11. Juli, S. 243—249) abgedruckt, welcher 
die allgemeine Grleichung aller Minimalflächen, auf denen eine Schaar 
reeller Kreise Hegt , in einfacher Gestalt enthält. Auch der letzte 
Artikel der mehrfach erwähnten posthumen Abhandlung Riemann's 
handelt von diesen Flächen. Mit Ausnahme der Rotationsfläche der 
Kettenlinie haben dieselben die Eigenschaft periodisch zu seiu, 
sie besitzen eine Symmetrie-Ebene, enthalten unendlich viele einzelne 
gerade Linien und haben unendlich viele Asymptoten-Ebenen. Längs 
jedes Kreises der Schaar wird jede dieser Flächen von einem Kegel 
zweiten Grades berührt und zwar sind diese Kegel für jede dieser 
Flächen concyclisch, d. h. bei jeder solchen Fläche schneiden dieselben 
beiden Schaaren von parallelen Ebenen die Tangentialkegel zweiten 
Grades in Kreisen. Der Schaar der auf der Minimalfläche liegenden 
Kreise entspricht daher bei der durch parallele Normalen vermittelten 
conformen Uebertragung der Minimalfläche auf die Kugel eine Schaar 
von confocalen sphärischen Kegelschnitten. Die Function g (s) er- 
hält für diese Flächen bei passender Wahl des Coordinatensystems 
die Gestalt 
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K(S) = 1 , 

sV'(»-cotg.)s(s + tg,) 

wo C und s zwei reelle Constanten bezeichnen. Je zwei Flächen 
dieser Art, für welche G denselben Werth hat, während die beiden 
"Werthe von s sich zti J n ergänzen , sind solche Biegungen von ein- 
ander, dass den Krünimungslinien der einen Tläche die Asymptoten- 
linien der anderen entsprechen. Die dem Werthe e = ± | ;i ent- 
sprechende Jläcbe ist daher in der Art anf sich selbst abwickelbar, 
dass den Krümmnngslinien die Asymptotcnlinien der Fläche ent- 
sprechen und umgekehrt. 

Auf eine Fläche dieser Art führt auch der in dem Nachtrage zu 
meiner Abhandlung „Bestimmung einer speciellen Minimalfläche " auf 
S. 92*) angegebene, aber nicht näher untersuchte Fall, in welchem 
die Function % (s) durch die Gleichung 

3(S) ■= - 7 " — 

V'(l-s')'(l+s') 

bestimmt ist, denn dieser Fall geht in den vorher erwähnten über, 
wenn an Stelle der G-rösse s die Grösse ^T — * ^^^ unabhängige 
Variable eingeführt wird. 

IX. 

Wie di.e Betrachtung der Minimalflächen überhaupt bei einem 
Probleme des Minimums augefangen hat , so ];ann man die Betrach- 
tung jeder speciellen Minimalfläche mit der Beantwortung einer Frage 
des Minimums beendigen. 

Wenn nämlich eine Minimalfläche gegeben ist, also eine analy- 
tische Fläche, welche in jedem ihrer Punkte gleich grosse und ent- 
gegengesetzt gerichtete Hauptkrümmungsradien besitzt, wie kann man 
auf derselben eine oder mehrere Linien wählen, welche ein zusammen- 
hängendes Stück M der Fläche begrenzen , um sicher zu sein , dass 
dieses Flächenstück M unter allen von denselben Bandlinien begrenzten 
und diesem Flächenstück unendlich benachbarten Flächenstücken den 
kleinsten Flächeninhalt besitzt? 

Die Beantwortung dieser Frage hängt davon ab, ob die zweite 
Variation des Flächeninhalts für alle Variationen des Flächenstüekes 



*) Siehe S. 103 dieses Bandes. 
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M, welche die Begrenzung desselben ungeändert lassen, positiv ist, 
oder ob dieselbe für einige dieser Variationen auch den Werth Null 
oder negative Wertbe amiebmen kann. 

Eine nähere Untersuchung dieser zweiten Variation , welche in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1872, S, 718,*) 
veröffentlicht ist, hat zu dem Ergebnisse geführt, dass jene Entschei- 
dung über das Vorzeichen unabhängig ist von der speciellen Function 
(5 (s), welche die Besonderheit der Minimalfläclie bedingt, von welcher 
M ein Stück ist. Die erwähnte Entscheidung hängt vielmehr nur von 
der Greataltung des sphärischen Bildes ab, welches dem Flächenstücke 
M bei der durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung entspricht, 
und fällt daher für alle Minimalflächenstücke , welche dasselbe sphä- 
rische Bild besitzen, in gleichem Sinne aus. Zugleich hat jene Unter- 
suchung zu dem Satze geführt, dasa die in Rede stehende zweite 
Variation stets dann und nur dann beständig positiv ist, wenn es ein 
zusammenhängendes Minimalflächenstück gibt, welches dem betrach- 
teten Flächenstücke M in der ganzen Ausdehnung des letzteren un- 
endlich benachbart ist, mit demselben aber keinen Punkt gemein hat. 

Gibt es daher einen Punkt P, welcher in keiner Taugentialebene 
des Flächensfcückes M enthalten ist, so braucht man nur für deu 
Punkt P als Aehnlichkeitspunkt ein dem Flächenstück M unendlich 
benachbartes ähnliches ujid ähnlich gelegenes Flächenstück zu con- 
struiren und man kann dann dem vorher erwähnten Satze zufolge 
schliessen , dass das Flächenstück M unter allen unendlich benach- 
barten, denselben Grrenzbedingungen genügenden Flächenstücken den 
kleinsten Flächeninhalt besitzt. 

Allgemein gilt folgender Satz: Ein bestimmtes Stück einer Mi- 
nimalfläche besitzt unter allen von denselben Randlinien begrenzten 
und ihm unendlich benachbarten Fläcbenstücken stets dann und im 
Allgemeinen auch nur dann den kleinsten Flächeninhalt, wenn es ein 
dem betrachteten Flächenstiicke dui'ch parallele Normalen Punkt fiir 
Punkt entsprechendes Minimalflächenstück 3)? gibt, dessen sämmtliche 
Tangentialebenen von ein und demselben Punkte des Raumes einen 
von Null verschiedenen Abstand haben. 



Es ist bisher nicht gelungen, für jede gegebene Begrenzungslinie 
L die Frage zu beantworten, ob es nur ein einziges oder ob es meh- 
*) Siehe S. 151 dieses Bandes. 
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rere Flächenstücke gibt, welche von der Linie L begi-enzt sind, in 
Ihrem Innern keine singulären Stellen enthalten und je unter allen 

1 unendlich benachbarten Mäehenatiicken den kleinsten Flächen- 
inhalt besitzen. Eine interessante mit dieser Frage zusammenhängende 
Untersucb^mg hat Steiner angestellt. (Journal für Mathematik 
Ed. 24, S. 239 Aura., 1842,)^) Diese Untersuchung bezieht sich auf 
zwei von derselben Bandlinie begrenzte Flächenstücke, für welche bei 
passender Wahl des Coordrnatensystems gleichzeitig die eine Coor- 
dinate eine eindeutige Function der beiden andern ist. Unter dieser 
Voraussetzung ergibt sich, dass jedenfalls einem der beiden Flächen- 
stücke die Eigenschaft des Minimums nicht zukommt. 

Die im Vorhergehenden erwähnten auf die zweite Variation be- 
züglichen Lehrsätze gelten unter der Voraussetzung, dass bei der 
Variation des betrachteten Flächenstüekes die Begrenztmg desselben 
als fest betrachtet wird. Lässt man diese Voraussetzung fallen, so 
eröffnet sich der Forschung ein bisher noch wenig betretenes Grebiet, 
dessen Schwelle folgender, ebenfalls von Steiner (Monatsberichte 
der Berliner Akademie, Jahrgang 1840, S. 118)**) herrührender Satz 
bezeichnet: Unter allen zu einem Minimalflächenstücke äc[uidiatanteE 
Flächenstücken besitzt das Minimalflächenstück seibat nicht den 
kleinsten, sondern den grösaten Flächeninhalt. 

Unterstrass bei Zürich, im December 1874. 

*) Jacob Steiner, Gesammelte Werke, Band U, S. 298. 
**) Jacob Steiner, Gesammelte Werke, Band II, S. 176. 
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lieber cliejenigeD Miniraalflächen , welche von 
einer Schaar von Kegeln zweiten Grades ein- 
gehüllt werden. 



Die Mimmalflächeii , welche eine Schaar reeller Kreise enthalten, 
haben die Eigenschaft (vergl. Art. VIII der Miscellen}*), längs dieser 
Kreise von einer Schaar concyelischer Kegel zweiten Grades berührt 
zu werden. Jede solche Fläche wird nämlich längs jedes auf ihr lie- 
genden Kreises von einem Kegel oder Cylinder zweiten Grades be- 
riibrt und alle dieselbe Tläche einhüllenden Kegel zweiten Grades 
werden von denselben beiden Schaaren paralleler Ebenen in Kreisen 
gescbnitten. 

Eine analoge Eigenschaft besitzen die Minimalflächen, welche eine 
Ellipse oder eine Hyperbel als kürzeste Linie enthalten; denn atif 
diesen Flächen liegt ebenfalls eine einfach unendliche Schaar von al-_ 
gebi'aischen Curven , nämlich von Raumcurven vierten Grades , und 
längs jeder von diesen Ciurven werden die erwähnten Flächen von 
einem Kegel zweiten Grades berährt. Diese Kegel sind, wie in dem 
vorher angeführten FaUe, coucycliscb. 

Die vorliegende Abhandlung beschäftigt sich in ihrem ersten 
Theile mit der Aufgabe: Alle Minünalflächen zu bestimmen, welche 
von einer Schaar concyelischer Kegel zweiten Grades umhüllt werden. 

Dass mit der Lösung dieser Aufgabe zugleich alle Minimalflächen 
gefunden sind, welche die Eigenschaft haben, überhaupt von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, wird in dem 
zweiten Theile bewiesen. 



*) Sielie ä. 186 dieses Bandes. 
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I. 



Zwei ^Flächen zweiten Grades sollen coiicyclisch genannt werden, 
wenn sie die Eigenschaft haben, von denselben beiden Schaaren von 
parallelen Ebenen in Kreisen geschnitten zu werden. 

Sind zwei Flächen zweiten GTade,9 ip und i) concyelisch, so haben 
alle mit ihnen zu demselben Büschel gehörenden, d. h, die Schnitt- 
linie derselben enthaltenden Flächen zweiten Grades die Eigenschaft, 
von denselben Ebenen, welche die Flächen q) und ^ in Kreisen 
schneiden, ebenfalls in Kreisen geschnitten zu werden. Ein solches 
Büschel eoncyclischer Flächen zweiten Grades ist, allgemein zu reden, 
durch die Eigenschaft cbarakterisirt , dass dasselbe stets eine Kugel- 
fläche enthält, welche nur dann diirch eine Ebene vertreten wird, 
wenn alle Flächen des Büschels mit der imendlich fernen Ebene des 
Eaumes dieselbe Linie gemein haben. 

Ist insbesondere die Fläche y eine Kegelfläche und die Fläche ip 
eine derselben unendüeh benachbarte concyclische Kegelfläehe, so ent- 
hält die durch die Schnittlinie beider Flächen hindurchgehende Kugel- 
fläche den Mittelpunkt des Kegels y. 

Bei einer einfach unendlichen Schaar eoncyclischer Kegel zweiten 
Grades kann daher jedem Kegel der Schaar eine KugcLfläche zuge- 
ordnet werden, welche den Mittelpunkt dieses Kegels enthält imd zu- 
gleich durch die Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten 
Kegel der Schaar hindurchgeht. 

Man erhält also folgenden Satz : "Wenn eine Minimalfläche die 
Eigenschaft hat, von einer einfach unendlichen Schaar eoncyclischer 
Kegel zweiten Grades iimhüllt zu werden, so berührt jeder von diesen 
Kegeln die Minimalfläche längs der Schnittlinie mit einer durch seinen 
Mittelpunkt hindurchgehenden Kugelfläche. 

Wenn aber von einer Minimalfläche eine auf derselben liegende 
Linie und in jedem Punkte eines Stückes dieser Linie die Normale 
der Minimalfläche gegeben ist, so ist hierdurch, wie aus dem Inhalt 
des Art, V der erwähnten Miscellen hervorgeht , die Minimalfläche 
selbst in ihrer ganzen Ausdehnung unzweideutig bestimmt. 

Mit Hülfe der a, a, 0. hergeleiteten Gleichungen kann man all- 
gemein diejenige Minimalfläche bestimmen, welche von einem Kegel 
zweiten Grades längs der Schnittlinie desselben mit irgend einer durch 
seinen Mittelpunkt hindurchgehenden Kugelfläche berührt wird. 

Zu diesem Zwecke mögen als unabhängige Variable zwei ver- 
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änderliche Grössen « und v eingeführt werden , welche mit den ellip- 
tischen Kugeleoordinaten aitf gleiche Linie zu stellen sind. 

Wo in dem Folgenden die Angabe des Moduls nicht ausdrücklich 
in die Bezeiclinung aufgenommen ist , soll h = sin £ , k' = cos s ge- 
setzt werden, während K, K' die bekannte Bedeutung haben. 

Setzt man miter Anwendung der (.Tiidermannschen Bezeich- 
nungsweise 

Y cn M dn f j „ — ^' sn i( „ 1 _k' um vi 

duMcnüi ' duMcn^i' i dnwcnüi ' 

1-Z 
denn es ergibt sicli 

1+t'l 



X + Yi 


-m- 


sin am 


1 2 


(. + .. 


i + Jf+J«) 


t es bestehen die Grleichunge 


n 






X= + 


Y' + Z-- 


= 1; 








-ä.- 


Y' Z" 

* + *"+ 2 


= 0; 


1^ 


dn" 


¥i -*■■> 


^^ 


r- ^ z- 


= 0; 


fi = 


rtg'. 


anif»; 0>, 



Diese Gleichungen stellen , wenn das eine Mal u , das andere Mal v 
als variabler Parameter angesehen wird, zwei Schaaren confoealer 
sphärischer Kegelschnitte dar, deren Brennpunkte durch die Gleichungen 

X = + sine, T = 0, Z = ±cos£ 

bestimmt sind. Um alle Punkte der ICugeloberfläche und , allgemein 
zu reden, jeden mir einmal zu erhalten, hat man der Variablen u alle 
"Werthe von —2K (exci.) bis +2K (incl.) und der Variablen v alle 
"Werthe von —K' bis +K' (beide Werthe inol.) beizulegen. 

Man gebe nun der Variablen ^ einen coustanten Werth und denke 
sich von einem Punkte des Itaumes , dessen Coordinaten a^^ ; ^o > ^o 
sind, auf alle Tangentialebenen des Kegels 

Perpendikel gefällt. Wenn x', y', e' die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes eines solchen Perpendikels bezeichnen , so bestehen die 
Gleichungen 
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m welchen p eine veränderliche Grösse bezeicliiiet. Der geometrische 
Ort dieser Perpendikel ist die Kegelfiäche 

welche der Kegelfläclie 



X' 
(i+l ' 



Li 4- Ä'^ 



: 



in der "Weise durch Reciprocität entsprießt, . dass zu jeder Tangential- 
ebene jedes der beiden Kegel eine auf dieser Tangentialebene perpen- 
dienlare Seite des andern Kegels gehört. 

Betrachtet man die Grösse v als variablen Parameter und x^, y,^, s^ 
als Functionen desselben, so stellt die Gleichung 

(^+l).(i'-it.)'+(^ + i-).(ä,-S.)-+.«.{/-s.)' = 

eine Schaar concyclischer Kegel zweiten Grades dar, welche von den 
beiden Schaaren von Ebenen 

siu«-a;'+ cose-y = const., sine-a:'— cose-/ ^ const. 
in Kreisen geschnitten werden. 

Der Grösse v denke man sich jetzt wieder einen constanten "Werth 
beigelegt und bestimme die Durclisehnittslinie < 



)'+^ •(/-«.)■ = 



(,.+l).(«'-a:,)'+(,. + *").{!,'- 

mit einer durch den Mittelpunkt desselben hindnrcLgekenden Kngel- 
f lache. Die allgemeine Gleichung einer solchen Kugelfläche hat die 
Gestalt 

wo «', ß', y' drei conatante, d. h. von der Variablen u nicht abhän- 
gende Grössen bezeichnen. 

Führt man in diese Gleichung die oben für x'—x^, y'—Vm ^''-^o 
gefundenen Ausdrücke ein, so erhält man, wenn man den Ausdruck 
1 — Ä° sn^ M sn'^ m zur Abkürzung mit N bezeichnet, 

h'^ sn" vi dn° vi f , X 



i'viiiü^i 



— cn'CT \ 



du'«' 

''TT' 
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Zum Zwecke der Vereinfacliuiig baim man nun 

a = a-ö, ß' = ß-ä, y' = y-S 

setzen imd der Grösse tf den Werth r^ — r beilegen. 

sn VI anvt 
Setzt man hierauf 

y'-% = o^Pi+ßy^+rw,, 

s-S, = a0, + ß^, + y^,, 

ao erhält man fttr die iieim Grössen x,---s^ folgende Ausdrucke: 

snvienvi k'^cn'u 
' iÖLavi N ' 

ucnusnvicnvi 



tfi = — .^' 



cn u Ca VI 



y sn M cn M sn vi cn vi 
nvianviänvi sn^u 



,, cnwcnw 

-* F-' 

sn u cn vi dn vi 

icQviänvi 1 
anvi N' 



Mit Hülfe der vorstehenden Gleichungen erhält man die Coordi- 
naten x', y', d eines beliebigen Punktes der Schnittlinie des Kegels 

(fi+l)-(^'-fl:,)=+(ft + Ä'=).{;/'-!/,y+fc(/-^.)' = 
mit der Kugel 

ausgedrückt als Functionen einer veränderlichen Grösse «. 

Soll nun eine Minimalfläche diesen Kegel längs der Schnittlinie 
desselben mit der Kugel berühren, so sind für X-, Y, ^ die vorhin 
angegebenen Ausdrücke zu setzen , durch welche diese Grössen als 
Functionen derselben veränderlichen Grosse u erklärt werden. Der 
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Grösse v ist überall derselbe , von der Grrösse m unabhängige "Werth 



Es würde nicbt schwierig, aber etwas weitläufig sein, die Be- 
stimmung der Functionen U, V, W mit Hülfe des in Art. V der 
Miscellen angegebenen Pormelsystenis wirklich auszuführen; es em- 
pfiehlt sich daher, zur Bestimmung dieser Fimctionen einen anderen 



Die Fimctiouen U, V, W sind in Bezog auf die constanten 
, ß, y ganze lineare und homogene Functionen; man kann 
daher setzen 

ü = ah\+ßl\ + yL\, 
V = e-r^+ßV^+yV,, 
W = ctW,-\^ßW,+ YW,, 
und hat mm die neun Functionen U,- • • W^ zu bestimmen. 
Berücksichtigt man, dass die für 

gefundenen Ausdrücke, wie ans dem Additionstheorem hervorgeht, 

beziehlioh mit den reellen Theilen der Functionen 

ik' 
— vj-- dn(M-|-OT) , ~'k'- cn{M + OT) , sn («-!-«») 

übereinstimmen, so liegt es nahe , 

* F, = -'^ä-a{u + vi), W, = -;fcn(M-fm) 

ü, = ~~än{u + vi), * Tf , = sn{u + vi) 

Us == — i5;'on(t[-|-OTJ, V^ = sa.{u-^vi), * 

zu setzen, unter diesen Annahmen C/„ V^, W^ zu berechnen und nach- 
träglich zu prüfen, ob das auf diese "Weise bestimmte System von 
Fimctionen allen gestellten Bedingungen genügt. 

Aus der öleichimg XdU,+TdV,+ ZäW, = erhalt man 
dll, = ik'" äv." (u + vi) du , 
und auf analoge Weise findet man 

dV^ == i GR^ (u -\- vi) du , 
dW, = ~i&ii\u + m)du; 

es sind also ü^, 7, , W^ elliptische Integrale zweiter Art. 

Die auf diese "Weise bestimmten drei Fimctionensysteme genügen 

13* 
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bei passender Bestimmung der unteren Grenzen der zuletzt erwaluiten 
drei Integrale , beziehungsweise der drei Constanten x^, y^, z„ allen 
gestellten Bedingungen. 

In der THat, bildet man zunächst iiir jedes einzelne der drei 
Functionensysteme die Summe der Quadrate der in Bezug auf u ge- 
nommenen Ableitungen, so ergibt sich, dass diese Summe identisch 
gleich Null ist. 

Ebenso ergibt sich, dass die Gleichung 

und die durch cyclische Vertanschung der Indices 1,2,3 aus der- 
selben hervorgehenden Gleichungen identisch befriedigt sind. Es be- 
steht also identisch die Gleichung {äVf+{dy'f+{äWy = 0. 

Da auch die GHeichmig XäV+YdV-\- ZäW = für jedes der 
drei Functionensysteme identisch erfüllt ist, weil dieselbe zur Be- 
stimmung von dTJ^, dY,, dW, benutzt worden ist, so bleibt nur noch 
zu zeigen, dass die reellen Theile der drei Integrale 

/c'* sn' (m -|- m) (?M , ßi \ cn'(M+Dt) äii, —yi j äji^{u + m)du 

bei passender Bestimmung der unteren Grenzen derselben, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, bei geeigneter Verfügung über die noch 
disponiblen Constanten x^, y^, is^ füi^ reelle Werthe von u beziehlicb mit 

a:„+««,, %+ßy^, ^0+7^3 
übereinstimmen. 

Wenn mau von der Bezeichnung 

I dn'w-div = E{iv) 
und von dem für die ^Function E{iv) geltenden Addition stheorem 

Gebrauch macht, so erhält man 

snvicnmAnvi su'm 



^iE(u + vi) = iE(vi) + F- 



N 
a vi cn v' 



iE(vi) + Ä=. — TT — -. ¥-—^^ — -. ^rr- 

-TM ■\ . ■ <ynvii.ji.vi . cnmdnm 1 

tE(vi) + t : — —t . — ^-■■W' 

snvt snw JS 
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Setzt man nun i 



wobei zu bemerken ist, dass diese drei Grrössen zwar von dem Werthe 
des Parameters v, nicht aber von der veränderlichen Grösse u ab- 
hängen , so ergibt sich 

5Hff« / li"' sif 11) ■ div = x^+ ax, , 
^ßi f cn'iv-dw = ij,+ ßy.,, 

/•W 

M—fif in^tv-dw = s^+ySg. 

Hieraus geht hervor, dass unter den getroffenen Festsetzungen die 
reellen Theile der drei Junctionen U, V, W für reelle Werthe von u 
beziehlich mit x', y', 0' übereinstimmen, imd hiermit ist bewiesen, dass 
die für die Functionen U, V, W aufgestellten Ausdrücke allen ge- 
stellten Bedingungen genügen. 

Die vorstehende Untersuchung hat also zn folgendem Ergebnis« 
geführt : 

Setzt man 

U =^ ai I h'^sYiJ'iijdiv—ß^-^Amv—yk'Gn.w, 
y= —K-^dnw-l-^i I en' w dtv + y smij , 
W= —ttk'Gmv + ßsmv—yij Aifiodtv, 
wo tt, ß, y drei reelle Constanten sind und w = u-\-vi eine imbc- 
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sebränkt veränderliolie Grosse bezeichnet, so stellen die Grleiclningen 

in rechtwinkligen Punktco ordinalen eine periodische MiDimalfläohe 
dar. Diese Minimalfläche wird von dem Kegel zweiten Grades 

(ft +1) ■ (x-xj+ [fi + Ic'") ■ {y-y^Y+ li ■ (e-ej = 0, ii = k"- tg' am vi, 

längs der Schnittlinie desselbea mit der Kiigelfläche 

berührt, und zwar gilt dieses für jeden reellen "Werth von v. Die 
Grössen x^, y^^, b^ sind durch die oben angegebenen Gleichungen 
(S. 197) bestimmt. 

Es ist also der Satz bewiesen : 

Jede Minimalfläche, welche von einem Kegel zweiten 
Grades längs der Schnittlinie desselben mit einer durch 
seinen Mittelpunkt hindurchgehenden Kngelfläche be- 
rührt wird, wird von einer einfach unendlichen Scbaar 
concyclischer Kegel zweiten Grades eingehüllt. 

Hiermit ist die oben gestellte Aufgabe in allgemeinster "Weise 
gelöst. 

Man kann nun einige specielle rälle beziehungsweise Grenzfälle 
der allgemeinen Lösung ins Auge fassen. 

1 . Die Meusnier sehe Schraubenfläche ergibt sich als ein 
Grenzfall der der Annahme k = -jt^ , (3 ^ 0, 7 = entsprechenden 
Minimalfläche. Lässt man nämlich JC+w an die Stelle von tv treten 
und setzt 

J^ A-a^w ' ^ dnw ' ' dnw ' 

X, = SRV,, y, = 9i7,, 0, = mW, 

so ergibt sich beim Uebergange zur Grenze k = 1 nach ausgeilihrter 
Elimination die Gleichung der Schraubenfläche 

;/.+^,-tg3!, = 0. 

Setzt man dagegen 

x[ = ^iU„ y[ = mir,, 0' = ^iW,. 
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d. li. biegt man die der Anaabme « = -y;-, (3 = 0, y ^= cnt- 
sprecbende Minimalfläclie ia der Weise , dasa sie ihre EigenscKaft 
Minimalfläclie zu sein nicht verliert und dass den KrümmungslinieB 
der ursprÜDglielien Fläche die Asympfcotenlinien der Biegungafläche 
entsprechen, so zeigt sich, dass die auf die angegebene Weise ent- 
stehende durch die obigen Grleichimgen dargestellte Biegnngsfläche 
die Ellipse 

< = 0, V7 + -Y- = 1. X = 

enthält, welche eine geodätische Linie der Eläcbe ist. Die Punkte 
dieser Ellipse entsprechen den rein imaginären Werthen der Grrösse w. 

2. Setzt man ß^O, ß = ]c, y ^0, so erhält man iiir v ^ K' 
eine Hyperbel, welche eine geodätische Linie der dieser Annahme 
entsprechenden Minbnalfläohe ist. Es ergibt sieh nämlich für 

x, = nicU„ ,j^ = m.r,, ^^ = ^kW,, V = K', 

y. = 0, ^=-|i = 1, r = ü. 

3. Die der Annahme « = 0, ß = 0,;^ = 1 entsprechende Mi- 
nimalfläcbe ist dtirch die Eigenschaft charakterisirt, dass auf derselben 
eine Ellipse Hegt, welche eine kürzeste Linie der Fläche ist. 

Setzt man nämlich 

so erhält man fiir den Werth v = 

Z = 0. 

Aus diesem specieEen Falle kann man zwei G-ronzfä31e herleiten , in- 
dem man den Modul /c in die Grreazwerthe Ä = und /c = 1 über- 
gehen läast. 

Für k ^ erhält man die Minimalfläche, welche durch Rotation 
der Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entsteht. 

Vor dem Uehergange zur Grrenze k' = setze man 

— £ä- — 1— j/a _ fs_ 

'"* — jc'^ > y^ ~ ].'■' ' ^' — -]f' 

und lasse K+w an die Stelle von tu treten; dann erhält man ftir 
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als geodätiscke Linien. 

Die Raumcurven vierten Grades des allgemeinen iFaHes werden 
in diesem Greuzf alle dnrcliParabeln, die einhüllenden Kegel werden 
durch einhüllende parabolische Cylinder vertreten. Es ist also 
die durch die vorstehenden Gleichungen bestimmte Minimalüäche 
identisch mit derjenigen transcendenten Minimalfläche, fiir welche 
Herr Catalan im 37. Hefte des Journal de l'Ecole polytechniq^ue 
p. 160— 163, 1858 (Comptes rendus, Tome XLI. p. 1022, 1855) eine 
geometrische Constriiction gegeben hat. 

4. Setzt man a = sin£,|5 = 0,y = cose, so schneiden die 
einhüllenden Kegelfläehen imd die denselben zugeordneten Kngel- 
flächen einander in Kreisen, und zwar liegen alle diese Kreise in 
parallelen Ebenen. Die getroffene Festsetzung führt also zu den im 
Eingange erwähnten Flächen, und man erhält den Satz : 

Wenn eine Miniraalflache einenKegel oderCylinder 
zweiten Grades längs eines Kreisschnittes berührt, so 
enthält dieselbe eine einfach ixnendliclie Schaar von 
Kreisen, welche in parallelen Ebenen liegen. 

n. 

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden , dass es eine von v i e r 
Parametern (tt,ß,y,k) abhängende Mannigfaltigkeit von Minimal- 
flächen gibt , welche die Eigenschaft haben , von einer Schaar ooncy- 
clischer Kegel zweiten Grades umMUlt zti werden. 

Man kann nun die Frage aufwerten, ob es ausser diesen Minimal- 
flächen überhaupt noch andere Minimalflächen gibt, welche von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden? 

L'm diese Frage zu beantworten kann man folgenden Weg ein- 
schlagen. 
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Wenn irgend eine Flache von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhüllt wird, so wird dieselbe von jedem Kegel der Schaar 
längs der Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten Kegel 
der Schaar, also, allgemein zu reden, längs einer Eaumeurve vierten 
Grades berührt, welche in dem Mittelpunkte der Kegelfläche einen 
Doppelpunkt besitzt. Eine solche Curve kann stets erklärt werden 
als Schnittlinie der KegeMäche mit einer durch ihren Mittelpunkt hin- 
durchgehenden Fläche zweiten Grades. Legt man mm im "Wesent- 
lichen die im Vorhergehenden benutzte Bezeichnungsweise zu Grrunde 
und setzt v = v„, (*„ = h'^ tg' am v^ i, x^ ^ y^ ■= s^ =: 0, so bedeuten 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer Kegelfläche zweiten 
Grades. Dieser Kegel sei ein Kegel der Schaar, und es sei 

Äx"'+By'^+Cs'^+2Bi/B'-{-'iEs'x'-{-^Fx'y' = ax'+hy'+cs' 

die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche durch die Schnitt- 
linie jener Kegelfläehe mit der unendlich benachbarten KegeMäche der 
Schaar hindurchgeht. Auch in diesem Falle erhält man für die Punkte 
der Schnittlinie die Grösse q dnrch elliptische Functionen der unab- 
; veränderlichen Grösse m rational ausgedrückt. 
Werden nun durch die Gleichungen 



U = x+i[{Zäy'~Ych'), 



Zdx'), 



V = i/+if(Xds'- 

W ^ s'+i f{Jäx'-Xdy-) 

drei Functionen JJ , V, W eines complexen Argumentes w = jo be- 
stimmt, so sind deren Ableitungen -^ — , -^ — , -5— rationale Func- 

° dw aw dw 
tionen elliptischer Functionen der Grösse w ; die Functionen U, V, W 
sind also elliptische Integrale. 

Es entsteht jetzt überhaupt die Frage: Welche Bedingungen 
müssen erfüllt sein, damit auf der durch die Gleichungen 

X = ^U, !/ = 917, :s = nW 
bestinunten Minimalfiäche eine Schaar von algebraischen Curven 
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liege, zu welcher die für reelle Wertlie von lu sich ergebende Curve 
gehört ? 

Um diese Frage zu beantworten bezeichne man die zu JJ, V, W 
conjugirten complexen Grössen mit ü^, F,, Wj. Dieselben sind Func- 
tionen einer complexen Grösse «o, und zwar entsprechen conjugirten 
Wei^then der Argumente w, w^ conjugirte Werthe von Ü7, f7,, V. V^, 

Nach diesen Festsetzungen stellen die Grleiclmngen 

x = \{Ü + V,), y^^iV + V,), ^ = KTF-FTTJ 

die in Rede stehende Minimalfläche ebenfalls dar, vorausgesetzt, dasa 
den beiden Argumenten tv und %v^ stets conjugirte "Werthe beigelegt 
werden. 

Wird dagegen zwisehen den beiden ÄrgTinienten ig und w^ eine 
bestimmte Relation 

il>{iv, if,) ^ 

festgesetzt, der zufolge jede der beiden Variablen eine Punfition der 
andern wird, so stellen die vorstehenden Gleichungen nicht mehr eine 
Fläche , sondern nur noch eine Linie dar , da die Ausdrücke anf der 
rechten Seite in Functionen eines Argumentes übergehen. 

Es soll nun angenommen werden, diese Linie sei eine algebraische 
Eaumcurve, d, h, es wird vorausgesetzt, dass zwischen den drei Coor- 
djnaten x, y, s zwei von einander unabhängige Gleichungen 

Q{x,y,s) = 0, H{x,y,i) = 

bestehen, wo G und H zwei ganze Functionen bezeichnen. 

Aus der Berücksichtigung des Umstandes, dass dO und dH tär 
dw, 
diD 
eine dritte Gleichung 

/da dv_ öG ^ , öG dw \ rm_ äv^ m^ dv, öh äw,\ 

\ dx dw dp dw ds äto J \dx dw^ dy div, öz div^ J 
/dG dU^ dG^ dV, dG dW,\ rdH dU dH dV ÖH dW\^ 
V dx dw^ dy dw, ds: dw, J \dx div dy dw ds dw ) 

deren Coefficienten rationale Functionen elliptischer Functionen von 
w und «Wj sind. 

Jede der drei Grössen x, y, z ist also eine algebraische Function 
von snw und snw,. 
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Denkt man sieli dieae algebraischen Functionen in eine der beiden 
Gleieliuiigen ö- = oder JT =i eingesetzt , so ergibt sich auch 
zwischen snio und snw, eine algebraische Gleichung. 

Hieraus folgt: Jede der drei G-leichnngen 

i: = i{U+U,), f = i{V+r,), ^ = i{W+W,) 

stellt dar eine lineare Relation zwischen elliptischen Integralen mit 
demselben Modul, deren obere Grenzen algebraisch von einander ab- 
hängen, und algebraischen Functionen dieser Grenzen; es ist also die 
zwischen snw und smt\ bestehende algebraische Relation eine solche, 
welche eine Transformation eines elliptischen Integrales in ein 
ebensolches mit demselben Modul , vermehrt vun eine algebraische 
Function, vermittelt. Also besteht unter den angegebenen Voraus- 
setzungen nach einem vonAbel aufgestellten Lehrsatze zwischen den 
Grössen tv und iv selbst eine lineare Relation 



Der Multiplicator m ist an die Bedingung geknüpft, rational zu sein, 
wenn er reell ist ; imaginär kann derselbe nur dann werden, wenn der 
Modul k zu denjenigen gehört , für welche complexe MultipHcation 
stattfindet. Aus diesem Grunde kann m nicht von dem Parameter 
der algebraischen Curvenschaar abhängen und hat daher für alle 
Curven der Schaar denselben constanten Werth -|-1 , wie für die der 
Annahme lo, = tv entsprechende Curve der Schaar. Die Grosse n 
aber ist von dem Parameter der Schaar abhängig. Da w und w, con- 
jugirte Werthe haben, wenn der entsprechende Punkt der Fläche 
reell ist, so ist der Grösse n ein rein imaginärer Werth beizulegen. 

Hieraus folgt: 

Wenn die durch die Gleichungen x = ^U , y = 91F, z = 5RW 
bestimmte Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven enthält, zu 
welcher die für w, ^= iv sich ergebende Raumciu've vierten Grades 
gehört, so entsprechen diese Ciirven der Annahme w = w + iii, 
V = const. 

Damit aber für jeden constanten Werth von v und für reelle 
Werthe der veränderlichen Grösse u der Annahme w = u-{-vi eine 
auf der Minimalfläche liegende algebraische Curve entspreche, 
muss die Bedingung erfüllt sein, dass die reellen Theüe der drei 
Functionen C/, F, W algebraisch von snM abhängen. Anderer- 
seits ist das ErfüUtsein dieser Bedingung hinreichend, um sohliessen 
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zu können, daas jedem constanten Werthe der Grrösse v eine anf der 
Minimalfläcbe Hegende algebraische Ourve entspricht. 

Die gestellte Aufgabe, alle Minimalflächen zu finden, welche von 
einer Schaar von Kegeln zweiten Grades ninhüUt werden, gestattet 
nun folgende Lösung. 

In I"olge der Grleichung 

ist der Ausdruck auf der linken Seite eine analytiscbo Function des 
Argumentes u = to. Diese Gleichung vermittelt demnacb die con- 
forme Abbildung der Kugeloherfläcbe X^-\- Y''-\- Z^ = 1 und damit 
ziigleich der Minimalfläche auf die Ebene , deren Punkte die Werthe 
der complexen Grösse w geometrisch darstellen. Der Axe des Reellen 
in der it-Ebene entspricht der sphärische Kegelschnitt 

X'+Y'+Z'=^l, ^V+^W + — = 0, ^„ = rtg'am!-,*. 

Durch dieselbe Gleichung ist auch das sphärische Bild der der Linie 
w = u -i-vi, V = const., auf der Minimalfläche entsprechenden Curve 
bestimmt, und zwar entspricht dieser Linie der sphärische Kegelschnitt 

welcher zu dem vorher betrachteten confocal ist. 

Wenn demnach die durch die Gleichlingen x ^ 'SiU, y = 91 F", 
^ '^W dargestellte Minimalfläche längs jeder Linie, welche der 
Annahme 

w ^= u-\-vi , ?; = const. 
entspricht, von einem Kegel «weiten Grades berührt wird, so ist 
dieser Kegel mit dem für v = sich ergebenden Kegel zweiten 
Grades concyclis eh. 

Wenn mithin eine Minimalfläche die Eigenschaft hat, von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, so sind diese 
Kegel concyclisch. 

Die in dem ersten Theile der vorliegenden Abhandlung unter- 
suchten Minimalflächen sind demnach die einzigen Minimalflächen, 
welche die Eigenschaft haben , von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhüllt zu werden. 

Unterstrass bei Zürich, 1875. 
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lieber einige nicht algebraische Minimalflächenj 

welche eine Schaar algebraischer Curven 

enthalten. 



Die bis jetzt genauer «ntersunbtpü nicht algebraischen Minimal- 
fiäcben, welcbe eine Schaar algebrai'jflier Curven enthalten*), 



1. Die transeendenten Functionen, von Vielehen die aca- 
lytiscbe Bestimmung dieser Flächen abhängt, sind bei passender Wahl 
der unabhängigen Variablen entweder Logarithmen, oder ellip- 
tische Integrale ersterund zweiter Art, welche zu reellen 
Invarianten g^ und g, gehören. 

2. Längs jeder Curve der auf einer dieser Flächen liegenden 
Schaar algebraischer Curven hat der reelle oder der imaginäre Be- 
standtheil des in Betracht kommenden Logarithmus, beziehungsweise 
elliptischen Integrals erster Art, einen constanten Werth. In 
Folge dieses Umstandes gestattet jede der erwähnten Flächen eine 

*] 1. Die MeuBniersolie Schraubenfläcbe , 

3. die durch Rotation der Kettenlinie um ihre Directrix als Axe ent- 
stehende Botationefiäche, das Catenoid Plateau'^, 

8. die von Herrn Catalan aufgefundene Minimalfläche , welche eine Schaar 
von Parabeln enthält, 

4. die von Biemann und voiiHerrn Euneper untersuchten Miiiimalflächen, 
welche eine Schaar von Kreisen enthalten, 

5. die Mininialflächea , welche von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhüllt werden. Diese Flächen enthalten die unter I. bis 4. angeführten 
als specieJle Fälle, beziehmigs weise als Grenzfälle. (S. den diese Flächen betreffen- 
den auf S. 190—204 dieses Bandes abgedruckten Aufsatz.) 
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solclie conforme Abbildung auf eine Ebene, dass der Scbaar von alge- 
braischen Curven, welche sie enthält, in jener Ebene eine Schaar von 
parallelen Geraden entspricht. 

3. Die erwähnten Flächen sind einander paarweise zuge- 
ordnet, in der Art, dass von je zwei einander zugeordneten Flächen 
jede eineBiegungsfläche der andern ist, wähi-eiid den Krümmungs- 
linien der einen die Aaymptotenlinien der andern entsprechen und 
umgekehrt. Hierbei stehen die auf den Flächen eines Paares liegenden 
zwei Schaaren von algebraischen Curven in der Beziehung zu ein- 
ander , dass die Curven der einen Schaar die Biegimgslinien der 
orthogonalen Trajeetor Jon der Curvon der andern Schaar sind 
und umgekehrt. 

Man kann nun die Aufgabe stellen: 

Alle nicht algebraischen Minimalflächen zu b e- 
stimmen, welche eine Schaar algebraischer Curven 
enthalten. 

Einen Theil der Lösung dieser allgemeinen Aufgabe enthält 
die vorliegende Abhandlang, 

I. 

Es seien x, y, s die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes einer gegebenen algebraischen Curve, X, Y, Z die Cosinus 
der Winkel , welche eine Normale dieser Curve im Punkte x, y , z, 
deren Lage sich längs der Curve nach einem gegebenen algebraischen 
Gesetze ändert, mit den Coordinatenaxen einschliesst. 

Es wird vorausgesetzt, es seien x, y, 0, X, Y, Z gegebene ra- 
tionale Functionen zweier Variablen t, t, zwischen denen eine un- 
zerlegbare algebraische Gleichung von der Form F(ß,T) = besteht, 
in der Weise , dass auch umgekehrt t und t als rationale Functionen 
von X, y, s, X, Y, Z dargestellt werden können. Alle Coefficienten 
werden als reell vorausgesetzt. 

Wird nun mittelst des im Art. V der Miscellen*) angegebenen 
Systems von Gleichungen eine Minimalfiäclie bestimmt, welche die 
gegebene Curve enthält, und deren Normale in jedem Punkte dieser 
Curve mit der vorher erwähnten Normale der Curve zusammenfallt, 
so sind die Grössen s,undtJ(s), von denen die analytische Bestimmung 



*) Sielie S. 179 dieses Baniles. 



y Google 



Minimalflächen mit einer Schaar afgebrai scher Curven. 207 

dieser Mmimalflaclie abhängt , durch die Gröasen t , t rational aus- 
drückbar, wie aus den Grleichiingen 

X + Yi 

hervorgellt. 

Hieraus folgt, daas die durch die beiden G-rÖssen s, %{s) be- 
stimmte Klasse von algebraischen ITnnctionen unter der durch die 
Grössen t, c bestimmten Klasse enthalten ist. 

Im Allgemeinen, d. h. wenn die Functionen x, y, ^ , X, Y, Z 
nicht speciellen Bedingangen genügen , wird es auch umgekehrt mög- 
lich sein, die Grössen t, r rational durch die Grössen s und %{s) aus- 
zudrücken. Unter dieser Voraussetzung wird, wenn s, und i5i(*'i) ^^^ 
zu 8 und %(s) conjugirten complexen Grössen bezeichnen, auch s^ und 
5i{*i) rational durch t und r und umgekehrt t und r durch s, und 
i5i(Si) rational ausdrückbar sein, und es wird hierdurch eine rationale 
Transformation zwischen s, t^(s) einerseits und s,, 3,(s,) andererseits 
erhalten, welche eindeutig umkehrbar ist. 

n. 

"Wenn eine Minimalfläche eine Sehaar algebraischer Curven 
enthält , so bestinunt jede Curve der Sehaar in Verbindung mit der 
auf der Kugel vom Radius 1 durch parallele Normalen ihr entspre- 
chenden Curve eine bestimmte Klasse von algebraischen Functionen, 
unter weicher die durch die Grössen s und ^{s) bestimmte Klasse 
ontbalten ist. 

Das Umgekehrte findet nicht immer statt ; denn , wenn z. B. die 
Minimalfläche eine algebraische Fläche ist, so kann man auf derselben 
in unendlich mannigfaltiger Weise eine Sehaar von algebraischen 
CiuTen wählen, so dass die durch die einzelnen Curven der Sehaar 
bestimmten Klassen von algebraischen Functionen in der durch s und 
(5(s) bestimmten Klasse nicht enthalten sind. 

Es kann aber auch der Fall eintreten, dass auf einer nicht alge- 
braischen Minimalfläche eine Sehaar von algebraischen Curven liegt, 
welche in der durch s und ^(s) bestimmten Klasse nicht enthalten 
sind. (S. das Beispiel 3 des Art. IV.) 

Im Folgenden wird nun der Fall etwas genauer untersucht , in 
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welchem die algebraisclieKlasac jeder auf der Minimal- 
flache liegenden Curve der Schaar unter der dnrcli s 
und5(s) bestimmten algebraischen Klasse enthalten ist. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so sind, wenn die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes euiei Ciu've der Schaar x, y, e, und des demselben 
entsprechenden «phdii^clicn Bildes X, 7, Z in der im Art. I ange- 
gebenen Weise dmih zwei Grössen t, x rational ausgedrückt werden, 
für jedeOui-ve dei Schaar die beiden Grössen t undr 
dn r oh di e beid en Grössen s und (5 (s) rational an sd rückbar. 

Beweis. Zwischen den Grössen s, %(s), x, y, s, X, Y, Z, 
U, V, W bestehen ausser den bereits angeführten folgende Gleichungen 

dU = {l-s')^is)ds, dV = i(l+s')%(s)ds, dW = 2s%is)ds, 

U=äx+iiZdy~Yds), dr==dy+i(Xds-Zdx), äW=d;s + iirdx-Xdy] 

Xdx^Ydy+Zd:s = 0,XdU+Ydr+ZdW=0,{dUy+(dYy+(dWy=0, 

X'+Y'+Z'= 1, dU-dx + dV-dy-hdW-ds = dx^+dy^^dz\ 

. __ . dW-dy-dV-d0 y ^ ^ dU-d^-dW-dx _ . dV-dx- dU-dy 

' dx^-'rdy^-^dz' ' äx''-^rdy''+d2^ ' ' dx^-{-dy^-\-dz^ 

Wenn nnn die Coordinaten x, j/, s eines beliebigen Punktes einer der 
Schaar angehörenden Curve durch die beiden Grössen s und %{s) ra- 
tional ausdrüekbar sind, so sind in Folge der vorstehenden Gleichungen 
auch die Grössen X, Y , Z rational durch s und g{s) ausdrüchbar, 
und hieraus ergibt sich, in Folge einer bezüglich der Grössen t, z 
getroffenen Voraussetzung, dass auch die Grössen t und x rational 
durch die Grössen s und %(s) ausdrückbar sind, was in dem oben 
ausgesprochenen Satze behauptet wurde. 

Unter der angegebenen Voraussetzung gibt es also eine Schaar 
rationaler eindeutig umkehrbarer Transformationen zwischen s , %{s) 
einerseits und s,, i5i(^i) andererseits, da, wie im Art. I ausgeführt 
wurde , jede Curve der Schaar eine solche Transformation nach 
sieh zieht. 

Folglich gibt es auch eine Schaar rationaler eindeutig umkehr- 
barer Transformationen der zwischen s und ^f (s) bestehenden alge- 
braischen Gleichung in sich selbst. 

Hieraus ergibt sich nach einem Lehrsatze, welchen ich in dem 
Aufsatze ,jUeber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei 
veränderlichen Grössen, welche eine Schaar rationaler eindeutig um- 
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kehrbarer Transformationen in sich selbst zulassen" *) bewiesen habe, 
dass die Grössen s vuid %{s) entweder rationale Functionen 
oder eindeutige elliptische Functionen einer unab- 
hängig veränderlichen G-rösse sind. 

in. 

Wenn -^■-, -^r^, -^-r- rationale JJuuctioncn einer unabhängig 
dt dt dt ° ° 

veränderlichen Grösse t sind , so ist nothwendig und hinreichend, da- 
mit die zugehörende Minimalfläche eine Schaar algebraischer Cnrven 
enthalte , dass , wenn mit 

1A„ log {t-Q , IB, log {t-Q , SC, log (t-Q 

die in U, V, W vorkommenden logarithmischen Grlieder bezeichnet 
werden, die Gleichungen 

2Aylog {t -t,) = const., 312 £,,log {t- Q ^ const., 312 C„log (t-Q = consi 

in der i-Ebene dieselbe Schaar algebraischer Curven dar- 
stellen. 

Damit diese Gleichungen dieselbe Curvcnsehaar darstellen, ist 
nothwendig und hinreichend, dass 

2^,log(i-g, lS,log{i~t,), ICJog(t~i,) 

In constantem reellem Verhältnisse stehen. Mittelst einer Coordi- 
natentransformation kann man in diesem Falle bewirken , dass nur 
W, nicht aber U und V logaiithmische G-Keder enthält, dass also alle 
Coeffici enteil Ä„ und B, gleich Null sind. 
Damit die Gleichung 

miC,log(t-Q = const. 

eine Schaar algebraischer Curven darstelle, ist nothwendig und 
hinreichend , dass alle Coefficienten Cy entweder reelle oder rein ima- 
ginäre Werthe haben und dass die Verhältnisse je zweier unter ihnen 
rational sind. 

IV. 

Es solle]! nun einige specielle Fälle von nichi algebraischen Mi- 
üimalfläeheii genauer untersucht werden, welche der im Art. III ins 
Auge gefassten besonderen Art angeboren. 

*) Abgedruckt im zweiton Biinde der vorliegenden Ausgabe. 

Schmara, Gesajimiclte Al>Liindliuis»i. L 14 
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1. Die Fuiic-fcionen (7 und F werden für zwei Werthe t' und t" 
von t imendlicli gross erster Ordming. 

In diesem Falle erhält man {t—t'Y- (t—t"y als gemeinsamen Nenner 
n j . , , .. , äü äV dW „ . . 
der drei Ausdrucke -^^, -^^, -~rr- oetzt man nun 
dt dt dt 

dt — ^''"''^ (t-ty- [t-ff ' 

so ist in Folge der (rleicliung 

äU+id V dU-idV ^ _ / dW^ 
dt ' dt ' \ dt ) 

dü+id v _ „ __(i^^iy_ 

dt ~ ''" ' {t-t'f-(t-fj ' 

dU-idV __ ,„ (f -c,)^ 
dt ^ '''' (t-ty- {t-ff 

zu setzen. Damit nun f niid V, also auch ü+iV nni ü'—iF ein- 
deutige Functionen von ( seien, ist nothwcndig und hinreichend, dass 
die beiden Grleichungen 

{c,-f)-{c-t") = 0, {c,-t')-{c,-i") = 

erfüllt sind. Man kann also 

Cj = t", c^ = t' 

setzen und erhält dann, von additiven Constanten abgesehen, 

E,+iF= ^C^7, n-iv- -c^. ^-i^i».-g;. 

In diesem Falle stellen die Gleichungen 

X = mU, ?/ = »iF ^ = SRTf 

die Meusnierschc Schraubenfläclie oder die durch Hotation der 
Kettenlinie nm ihre Directrix als Axe entstehende Rotationsfläche 

cV 
dar, jenachdem die Grrösse z^rnffT einen reeUen oder einen rein ima- 
ginären Werth hat. 

2. Die Functionen U+iV vnä ü"—iF werden für zwei Werthe 
von t, nämlich für i = und für i = co, unendlich gross zweiter 
Ordnung. 

Setzt man in diesem Falle 
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dt ^'''''^"' f 

) sind zwei Anordnungen zulässig : 



l'C-«. «'-'.) 



. (<^ ».)■(<-».)■ 



(<-e.)(f-».) 



Damit nun U und V keine logaritlimisclien Grlieder entiialten, müssen 
die GrleicHungen 



c;+2((i,+ e,)c.+ c,c, — 0, 
< + 2(c,+ c,)c,+ (!,i', = 

erfüllt sein, aus denen sich 


C5 + 4c,Cs+c^ = 0, 


«. = -(<:,+ c,) + ^c\ + c,c,+ dl, 


c, = - (2-\^3)c, 


». = -(«,+ c,)-v«; + «■«.+ «! 


». = -(2-V3)c, 



ergibt, Der in W vorkoramonde Logafithmus von t hat den Coeffi- 
cientcn 

Hat dieser Coeffieient einen reellen oder einen rein imaginären WertL, 
so enthält die zugehörende Minimalfläche eine Schaar algebraischer 
Curven des vierten Grades, welche der Curvenschaar 

gtlog^ = cojist. , beziehungsweise Sfilogi = const. 
entspricht. 

Unter den auf die angegebene Weise bestimmten, von zwei we- 



sentlichen Constanten, nämlich den Verbaltniasen — und ■-!}-, abhäu- 

c, Co 

genden Minimalflächen ist eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit 
durch die Bedingung ausgezeichnet, dass die Grrösae W ausser dem 
logarithmischen Grliede nur Potenzen von t mit geradem Exponenten 
enthalten soll. 

Damit dieses eintrete, ist in Folge der Grleiehungen 

nothwendig i\nd hinreichend, dass Cj = — ^i gesetzt werde. 

14* 
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In diesem Fall.e kann man oline Beschränkung der Allgemeinheit 



V'2 ' 



setzen, wälu'encl das Verliältniss c'„:c'^ wilUiürlich bleibt. Setat mau 
auch noch e^ = cl = 1, so erhält man folgende speoielle Gleichungen 






~ * f+>/2-t-l ■ 



Ana den Gleiehungen auf der linken Seite ergehen sich , wenn 
; = r ■ L'"" gesetzt wird , die folgenden 

x = ^{r^+r-')Gos2ip, y= —^(r~r-')a'mcp, s= --^(r=+i'-^)sin2q) + 2y, 

Diese Gleichungen stellen, wenn 9 = (2n+l)^i[ gesetzt wird, fiir 
jeden ganzzahligen Werth von n eine Parabel dar. Alle diese Pa- 
rabeln liegen auf dem parabolischen Cylinder 

/ = -8(a;+l), 

Da für die angegehenen Werthe von (p der absolute Betrag der 
Grösse s gleich 1 ist, so liegen die längs jeder von diesen Parabeln 
constmü-ten Normalen der Minimalfläohe in der Ebene der betreffen- 
den Parabel. Die durch die obigen Gleichungen dargestellte perio- 
dische Miniinalfläche wird daher von dem parabolischen Cylinder 
y^ = — 8(a;-|-l) längs dieser Parabeln berührt. Die erwähnten Pa- 
rabeln ^nd geodätische Linien der Minimalfläohe. 

Für jeden constanten Werth von tp stellen die obigen Gleichungen 
ebenfalls eine Parabel dar, welche Schnittlinie der Ebene 
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mit dem paralDolisclien Cylinder 

f _ X ^ 

ist. Längs jeder Parabel der Schaar wird die Miiilinulflaclie von ein 
parabolischen Cylinder 



8 sin^ 1 



- + .'c + — --^-+1 =. Ü 



berülirt. Für den "Werth r = 1 .stellen die obigen G-ieichiiugen sine 
iii der Ebene y = liegende Cycloide dar, welche eine geodätische 
Linie der Minimalfläche ist. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dasa die betrachtete Minimal- 
flache dieselbe ist, auf welche Herr Catalan im Jahre 1855 gefuhrt 
wurde und für welche derselbe eine geometrische Construction ge- 
geben hat. Läset man F, Y, W, in —iU, —iV, — j TP" übergehen, so 
geht aus dieser Fläche eine andere hervor, welche eine Biegiings- 
fläehe derselben ist. 

Auf dieser durch die G-leichungen 

x=^\{r^—r^)sia2(p, )/ = 2(r-|-j-~')cos9>, ä' = ^(j'^— r"*) cos^q^— 21ogf 

dargesteUteu Minimalfläche Hegt eine Sehaar von Eanmcurven vierten 
Grades, in welchen die ßotationscylinder 

von den parabolischen Cylindern 

geschnitten werden. 

Im Punkte a; = 0, ?/ ^ 0, ^ = — i{r^--i"'} — 21og«- berühren 
sieh beide Cylinder; in diesem Punkte besitzt daher ihre Schnittlinie 
einen Doppelpunkt. Längs jeder Curve der Schaar wird die Minimal- 
fläche von einem Itotationakegel 

»■+[« + }(.■"-.-) + 2 log .f = iir-r-'ff 

berührt. Die .s-Axe ist eine DoppeEinie der Fläche. Dasselbe gilt 
bezüglich der p-Axe, von welcher der zwischen |/ = — 4 und p = +4: 
Hegende Theil mit reellen Flächenelementen zvisammenhängt. Die 
Endpnnlite dieser Strecke sind uniplanare Doppelpunkte der Fläche. 
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Ueberhaupt besitzen alle MinimalfläcLen , za welchen die auf der 
linken Seite der obigen Entwickelungen zu Grunde gelegte Anord- 
nung fährt, uniplanare Doppelpunkte, welche den Wertlien t = c, und 
t s= Cj entsprechen. — 

Die Gleichungen ant der rechten Seite der obigen Kntwicke- 
lungen (S. 212) führen zu einer periodischen Minimalääehe , welche 
von den Ebenen 

s = 2{2n+l}x 
in geodätischen Linien geschnitten und längs dieser ebenen Curven 
von der Cylinderfläche 

x--2(ip)'-(iyy - 
berührt wird. 

Lässt man auch bei dieser Fläche U, V, W beziehlich in ~iÜ, 
—iV, —iTT übergehen, so erhält man eine diurcb folgende Gleichungen 
bestimmte Minimalfläche 

y = 2 \/2 (r + r"' ) cos (p , 

s ^= ^{r^— r"^) cos29)— 41ogr. 

Für joden constanten Werth von r stellen diese Gleichungen eine 
Raumcurve vierten Grades dar, welche Schnittlinie des elliptischen 
Cylinders 

U(r-+i--)J Li(.-'-r-)J 
mit dem parabolischen Cylindcr 

ist. Dem Werthe r = 1 entspricht eine ebene CuiTC vierten Grades 

«•-2(i!/)'+(l!/)' = 0, » = 0, 
welche eine geodätische Linie der Minimalfläcbe ist. 

Die ^-Axe ist eine Doppellinie der Fläche. 

3. Ein Beispiel für den Fall , in welchem die Function W sich 
an drei Stellen logarithmiseh vei'zweigt, nämlich für die Werthe 
t ^ —1, t = +1 und i = CO, ist das folgende: 

TT 3i + (^ ^^ , ^t + f ^^^ , ,, ^,, , 4(= 
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Die algebraischen Curven der Minimalüäche entsprechen den in der 
i-Ebene liegenden oonfocalen Lemniskaten, deren Brennpunkte 
die Punkte t = —1 und i = +1 sind. 

Dieser specielle Fall unterscheidet sich von allen andern meines 
"Wissens bisher genauer imtersnchten nicht algebraischen Minimal- 
flachen, welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten, dadurch, 
dass die algebraischen Klassen, weiche diirch irgend zwei der Schaar 
angehörende Curven bestimmt werden, im Allgemeinen von einander 
verschieden sind. Die Coordinaten eines beliebigen Punktes jeder 
Curve der Schaar sind darstellbar als eindeutige elliptische Functionen 
einer veränderlichen Grrösse, aber die zugehörende absolute Invariante 
ändert sich beim Uebergange von einer Curve der Schaar zur un- 
endlich benachbarten. 

In diesem Falle sind also die auf der Minimalfläche Hegenden 
algebraischen Curven in der durch s und g(s) bestimmten algebrai- 
schen Klasse nicht enthalten. 

V. 

Die allgemeine Untersuchimg wird jetzt an der Stelle wieder 
aufgenommen, wo dieselbe durch die Betrachtung specieUer Fälle 
unterbrochen wurde. 

Im Art. II ist gezeigt worden , dass die Grössen s und % (s) 
unter den daselbst angegebenen Voraussetzungen entweder rationale 
Fimctionen oder eindeutige elliptische Functionen einer veränderlichen 
Grösse sind. 

In diesem Artikel wird nun der Fall genauer untersucht, in 
welchem die Grössen s und %(s) eindeutige elliptische Functionen 
eines Argumentes it sind. 

Aus demselben G-i-unde, ans welchem die Coefficienteu der zwi- 
schen ( und t bestehenden algebraischen Gleichung als reell voraus- 
gesetzt worden sind , kann man von der Annahme ausgehen, dass die 
Invarianten g^ und ff^ der eUiptischen Functionen §>u imd p'u , durch 
welche t,-t, s und ^(s) rational ausgedrückt werden, reelle Werthe 
haben. 

Unter dieser Voraussetzung entsprechen eonjugirten "Werthen 
t, t^ auch conjugirte Werthe u, u, des Argumentes, und es hat daher 
die Diff'erenz m— Mj einen rein imaginären Werth, welcher mit 2vi be- 
zeichnet werden möge. Da nun jede der rationalen eindeutig umkehr- 
baren Transformationen der zwischen s und g (s) bestehenden G-leichung 
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in die zwischen s, imtl,gi(s,) bestehende Gleichung für die I 
!( — Mj einen conatanteii Werth ergibt, — die Scblussfolgerung ist 
der in dem angeführten Aufsätze angewandten völlig analog — so 
kann die G-rösse v eQs Parameter der auf der Minimalfläche liegenden 
Schaar algebraischer Curveu angesehen werden. 

Die Grleicbnng u—u^ = 2«» stellt, wenn v als veränderlicher Pa- 
rameter angesehen wird, in der «-Ebene eine Schaar von parallelen 
Geraden dar, längs denen der imaginäre Bestandtheil der GfrÖsse 
u einen constanten Werth hat. "Weil aber die Grösse n als eine 
I"nnction des complexen Argumentes s angesehen werden hann und 
in Folge dessen die Minimatiläche auf die «-Ebene conform abgebildet 
wird, so bilden die auf der Miuimaifläche liegenden der Schaar ange- 
hörenden algebraischen Cnrven nebst ihren orthogonalen Trajectorien 
ein isometrisches Curvensystem avif der Fläche, mit anderen 
Worten , die erwähnte Curvenschaar vermag nebst der zu ihr ortho- 
gonalen Ciirvenschaar die Minimalfläche in miendlieh kleine Quadrate 
zu theilen. 

Setzt man nun u = ti'-\-vi, wo u' eine veränderliche Grösse be- 
zeichnet, welche zunächst nur reelle Werthe annehmen soU, so ergibt 
sich aus der Voraussetzung, welche bezüglich der auf der Minimal- 
fläche liegenden Ciirven der Schaar gestellt worden ist, inid ans dem 
für die Function g>M geltenden Additionstheorem, dass die reellen 
Theile der drei Functionen U, V, IT für jeden constanten Werth von 
V rationale Functionen von ^u' i^nd p'ti'' sein müssen. 

Denn für jeden constanten Werth von v sollen die (lleichnngeu 

X = ^ü, p = w^v, s = saw 

eine algebraische Curve darstellen , welche die Eigenscliaft besitzt, 
dass die Coordinaten eines beliebigen Piniktes derselben durch s und 
g (s), also auch durch fu und ^'u rational ausdrückbar sind. Da nun 
u = u'-\-vi ist imd ^{u'-\-vi) sowohl als f'{i^-\-vi) in Folge des fiir 
diese Functionen geltenden Additionstheorerae durch fn' und ^'u' ra- 
tional ausdrückbar ist , so sind auch die reellen Theile von JJ, V, W 
für jeden constanten Werth von v rationale Functionen von fu' 
und p'u'. 

Damit dieses eintritt, ist nothwendig und hinreichend, dass zwei 

L erfüllt sind: 
erstens, dasa in den für die Umgebung irgend eines Werthcs 
■■ ii„ geltenden Eiitwickelungcn von V , V, W nach Potenzen von 
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M— «0 fib keinen Werth von a^ ein mit dem Factor log (m— «J be- 
haftetes &lied anftrete , mit anderen "Worten , daas die Functionen 
U, V, W kein Integral dritter Art enthalten; 

zweitens, das's die Coefficienten der in den drei Functionen 
U, V, W vorkonnnenden mit -^ — , beziehungsweise mit u mnltipli- 
cirten Grlieder rein imaginäre Werthe haben. 

Beweis. Bezeichnet JJ, die zu der Grösse ET conjugirte Grösse, 
welche eine Function der zu der G-rÖsse u conjugirten Grösse u^ ist, 
so gilt, vorausgesetzt, dass den Grössen u und u^ zunächst nur con- 
jugirte Werthe beigelegt werden, die Gleichung 

'2mu = EZ+tr,. 

Setzt man nun u = u'+vi, u^ = u' — vi, so soll nach der Voraus- 
setzung für jeden constanten Werth von v U+U, eine rationale 
Finiction von ^ou' imd p'^t' sein; man erhält also die Gleichling 

u+u, = ü(i«.', pV), 

in welcher E eine rationale Function bezeichnet, deren Coefficienten 
analytische Functionen des Parameters v sind. 

Man kann jetzt die Voraussetzung, dass der Variablen u' nur 
reelle Werthe beigelegt werden sollen, falten lassen, weil alle in Be- 
tracht kommenden Functionen analytische Functionen sind. 

Hieraus folgt, dass die Grösse Ü+U, als Function der jetzt un- 
beschränkt veränderlichen Grösse u' betrachtet für alle endlichen 
Werthe dieser Grösse den Chai'akter einer rationalen Function besitzt. 
Aus diesem Grunde ist U+ U^ an keine r Stelle logarithmisch 
verzweigt. 

Es kann aber auch die Grosse U an keiner Stelle logarithmisch 
verzweigt sein. 

"Enthielte nämlich die für die Umgebung irgend eines Werthes 
ti =^ Mj geltende, nach Potenzen von u — u^ fortschreitende Entwiclce- 
Iting von U das Glied 6'log(M~Wo), so würde die für die Umgebung 
des Werthes m' ^ %—vi geltende Entwickelung von JJ das Glied 
C\og\u'—{u^—vi)] und die für die Umgebung desselben Werthes gel- 
tende Entwickelung von U, das Glied —Clog [«'—(«,— w«}] enthalten 
müssen. Hieraus würde folgen, dass die für die Umgebung des 
Werthes m, = «,,— 2-yi geltende Entwickelung von ET", das Glied 
— C log [Mj — - (u^ — 2?!*)] , und die für die Umgebung des Werthes 
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u = 11^1 + 2vi geltende Entmclielimg von U als Grlied 

-C,log[u-{u,^, + 2vi)] 
enthalten miisste, wenn u^^. G, die zu den Grössen m„, C conjngirten 
GrriJasen bezeichnen. 

Da nun die Fiuiction U innerhalb jedes PeriodenparaUelogramnis 
jedenfalls nnr an einer endlichen Anzahl von Stellen logarithmisch 
verzweigt sein kann, so besitzt dieselbe für den Werth u =ti^^-i- 2vi, 
wenn v nicht specielle Werthe annimmt, den Charakter einer 
ganzen Function. Es mnss also C, und demnach auch C gleich 
Null sein. 

Hiermit ist der erste Theil des obigen Satzes bewiesen. 

Weil die Functionen U, V, W unter den angegebenen Voraus- 
setzungen an keiner Stelle logarithmisch verzweigt sind, besitzen die- 
selben die Gestalt 

IÄ + Bi)^} + (C + Di)» + S,(im,p«), 

wo Ä, B, C, D reelle Constanten sind und iJ, eine rationale Fimction 
bezeichnet. 

Der reelle Theil dieses Ausdruckes erhält , wenn m = %i'+ vi ge- 
setzt und die Veränderlichkeit von et' und v auf reelle Werthe be- 
schränkt wird, nach dem für die elliptischen Integrale zweiter Art 
geltenden Additionstheoreme die Gestalt 

^ Iw + ^'Iw + ^"■-^'' + ^- [«»(»■)' *''(»')' «"("'' ' <»'("'i ■ 

wo J?j eine rationale Function bezeichnet. 

Dieser Ausdruck ist, wenn der Grösse v ein constanter Werth 
beigelegt wird, nur dann eine doppeltperiodische Fiuiction von u' , 
wenn A und C einzeln gleich Null sind. 

Es muss also sowohl A als auch C gleich Null gesetzt werden. 

Hiermit ist der zweite Theil der oben aufgestellten Eehauptung 
bewiesen. 

Die Aufgabe : 

,jAlle nicht algebraischen M inimal flächen zu be- 
stimmen, welche eine Sehaar algebraischer in dem an- 
gegebenen Sinne mit den Grössen s und '^{s) in dieselbe 
Eiemannsehe Klasse gehörender Curven enthalten," 
ist daher mit Ausnahme des Falles , in welchem s und g (s) durch 
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dieselbe veränderHche Grösse t rational ausdrückbar sind, allgemein 
znriickgefülirt auf folgendes algebraiscbe 

Problem: 
Durch Gleichungen von d e i' Form: 

n = i(Au + Ä'^')+F,(pu,p«), 
F_i(B.. + B'|5!-) + ü',(i<,»,p-„), 
W=i(ct, + O ^) + F, (i, u , s>'u} , 

in welchen j1' ■■ C reelle Constanten und F,, f\, F^ ra- 
tionale Functionen bezeichnen, sollen drei linear unab- 
hängige Functionen U^ F, W derselben unbeschränkt 
veränderlichen Grrosse ii bestimmt werden, welche die 
Eigenschaft haben, dass die Summe der Quadrate ihrer 
Ableitungen identisch gleich Null ist. 

Die Function pu ist mit ihrer Ableitung ^a'u durch die Grleichung 

verbunden, in welcher (/^ nud j/j zwei reelle Grössen bezeichnen. 
Die Constante der Integration ist durch die Bedingung 

(»(0) - CO 
bestimmt. 

Von der Function ^u hängt die Function Qu durch die Diffe- 
rentialgleichung 



(?^ log S u 



du? 



= -ian 



ab und ist durch die Bedingungen S'(0) = 1 , G"(0) = eindeutig 
bestimmt. Die Function — ^, ein elliptisches Integral zweiter Art, 
betrachtet als Function des elliptischen Integrals erster Art u, ist 
durch die Gleichung 

S'm _^ (^ log Gm 

Gm ' du 

bestimmt. 

"Wenn es gelungen ist , drei Functio 



ü, r, W den Bcdin- 
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gungeii des o"bigeii Problems gemäss zu "bestimmen , so stellen die 
ftleichuDgen 

X = mü", y = 9{F, g = SÜW, 

wie sich ans dem Additionstheorem ergibt, eine Minimalfläcbe dar, 
welche eine Sehaar algebraischer Curven enthält. Jeder Geraden der 
M-Ebene, längs welcher der imaginäre Bestandtheil der GrrÖsse « 
einen constanten Werth hat, entspricht eine Curve der Schaar. 
Unter derselben Voraussetzung stellen die G-leichungen 

X = mu, y = mv, g = mw 

eine zweite Jlinimalfläche dar, welche eine Biegungsfläche der vo- 
rigen ist und welche ebenfalls eine Schaar algebraischer Ciu'ven ent- 
hält. Jeder Geraden der w- Ebene, längs welcher der reelle Be- 
standtheil der Grösse m einen constanten Werth hat, entspricht eine 
algebraische Curve axd dieser zweiten Minimalfläche. 

Bemerkung. Der einfachste Fall der im letzten Artikel be- 
trachteten Minimalflächen ergibt sich, wenn die mit U, V, W bezeich- 
neten Functionen der Bedingung unterworfen werden, innerhalb jedes 
Periodenparallelogramms nur tiir zwei Werthe des Argumentes u und 
zwar von der ersten Ordnung unendlich gross zu werden. Eine nähere 
Untersuchung zeigt, dass in Folge der übrigen Bedingungen des 
Problems die Differenz dieser beiden Werthe eine halbe Periode sein 
muss. Als allgemeine Gleichung der durch die angegebene Bedingung 
charaktei-isirten Minimalflächen ergibt sich bei passender Wahl des 
Coordinatensyatems 



(.- 



Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die drei Wm:zcln e, , e^ , c, der 
Gleichung As'—g^s—g^ ^= reelle Werthe haben und dass 

(e, — eg){ej— Cj) = 1 
ist. Die betrachteten Flächen , welche von den Ebenen z = const. 
inKreisen gesolmitten werden, stimnienmit den vonRiemann und 
von Herrn Enneper untersuchten eine Schaar reeller Kreise enthal- 
tenden Minimalflächen üb er ein. 
Göttingen, 1875. 
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Sur les surfaces k courbure moyenne nulle sur 
iesqiielles oii peut liniiter une portion finie de 

la surface par quatre clroites situces sur la 

surface. 



Lb le fl. Avril 1833. Ccmptoa laiiaus do rAciiäsmia des acieueaa, Tomo XCVI. i>, lOH, 

"A l'oooasion ä\m Memoire röceminent ptibliö par M. le D'' 
fidouarclNeovius, de Helsiiigfors , et intitwl^; Betenninaiion de 
ämx surfaces speciales perioäigues ä courhure mot/enne nulle, g^i con- 
tiennent un ijojnbre inßni de lignes droites e^ en m^)ne temps un nortAre 
infini de courbes geoäesigiies planes, je deraaude ä l'AeadfSmie la per- 
mission de präsenter les remai'ques suivantes. 

Les sui'faces ä covirbiire moyennö nulle sur lescLiielles oii. peut 
limiter une portion fiaie par quatre lignes droites formant quatre 
ai'6tes d'un tötraedre offrent cette propriete bien remarijuable , que, 
dana le caa gön^ral,. la surface est composöe d'un uomtre inflni de 
parties Egales eutre elles; car cliaque droite aituee sur nne surface 
ä courbiu-e moyeiiiie nulle est un ase de syniötrie de la surface, qui 
peut ainai 6tre deduite par le prolongemeiit aiialytlqixe de ehacune 
de ses portions. 

Dans le cas gönöral, il est ais^ de voir que, daus chaque portion 
finie de I'espace, il entre lui nombre infini de repetitions des quadri- 
latferes h, surface courbe en question. 

Mais il y a des cas d'esception, J'ai trouvö qu'il n'y a qiie 
cinq sm-faces k courbure moyenne nulle aur lesqnelles on puisse li- 
miter entierement une portion iinie de la surface par quatre lignes 
droites, et qui jouissent, en outre , de la propriete que, dans chaque 
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portion finie de l'espace, il n'entre (ju'iin nombre ßni de repötitions 
d'un tel qnadrilat^re ä surface coiirbe. 

Pour cea cinq surfaces, tont^s les Hgnes droites qu'elles con- 
tieanent sont paralleles aux axes de sym^trie d'un cuhe. On pourrait 
Sans Soute d^duire ce rfeultat du travail deM. Camille Jordan sur 
les groupes de mouvements. J'y suis arriv4 par une voie toute 
diff^rente. 

J'ai ötudi^ deux de ces cinq surfaces dans mon Memoire intitulö : 
Determination d'une stirface speciale ä courbure mojfemie nulle. Berlin, 
1871.*) 

La troisifeme est l'objet du beau travail de M. Neovius, qui 
ne laisse presqtte plus rien ä döairer sur la question. 

La qimtrifeme et la cinquieme de ces surfaces n'ont pas iti etu- 
diees jusqu'ä präsent d'une maniere approfondie. 

Lea ^quations de ces cinq surfaces peiiveut Stre donnöes an 
moyen de fonctions elliptiques des coordonnöes rectaugnlaires, 

Je serais benreux que l'Acadöraie vonlnt bien m'antoriser , dans 
]a procbaine s^anee, ä mettre sous ses yeux quelques exp&iences k 
l'aide d'un liquide glycerique compos^ d'aprfes une m^thode nouvelle, 
et k lui montrer quelques modeles qui se rattacbent ä ces cinq sur- 
faces speciales. 

*) Voir p. 6 de ce tome. 
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lieber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts 
betreffendes Problem der Variationsrechnung. 

Festschrift zmn siebzigsten Geburtstage des Herrn Karl Weier.strass. 



Zum 31'*'" Ocfohcr 1885. 



Hochverehrter Herr Frofesi 



bereiten, 
deren 



Um Ihnen su dem Tage, an welchem Sie auf siehsig 
eurmJMich&n, durch eine wissenschaftliche Ärheit eine Freude 
habe ich die Bescliäftigung mit einer Frage wieder aufgt 
Bearbeitung Sie vor swansig Jahren einigen Ihrer Zuhörer 
haben. 

Das Ergä>niss, eu ivelchem ich durch Anwendung von Schlussweisen, 
die von Ihnen ausgebildet worden sind, gelangt bin, enthalten die folgenden 
Blätter; ich bitte Sie, dieselben als ein Zeichen dankbarer Gesinnung 
freundlich aufnehmen eu wollen. 



verehrungsvo 
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;i die Flächen kleinsten Flächeninliahs 



Elster Theil. 

TJeber Minimalflächenstücke , 

welche bei unverändert gelassener Begrenzungslinie 

ein Minimum des Flach eninlialts besitzen. 

1. 

Zwei unendlich benaclibarte Minimalflächenstücke. 

Eine Minimalfläche ist eine analytische Fläche, welche die Eigen- 
schaft besitzt , dass in jedem Punkte derselben die beiden Hanpt- 
kriimmungshalbmesser der Mäche gleich gross und entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Es sei M ein ganz im Endlichen liegendes, von einer endlichen 
Anzahl von Stücken analytischer Linien begrenztes, einfach zusammen- 
hängendes, in seinem Innern keinen singnlären Punkt enthaltendes 
Stück einer Miniraalfläche, Der Flächeninhalt dieses Fläehensttickes 
werde mit S, seine Begrenzungslinie mit L, die Länge eines Elementes 
dieser Begrenznngalinie mit dh bezeichnet. 

Es sei M' ein dem Minimalflächenstücke M in der ganzen Aus- 
dehnung desselben unendlich benachbartes Minimalflächenstück, be- 
züglich dessen analoge Voraussetzungen erfüllt sind, wie für das 
Flächenstück M. Es wird vorausgesetzt, dass die beiden Mächen- 
stüoke M und M' keinen gemeinsamen Punkt besitzen. 

Der Flächeninhalt des Flächenstückes M' werde mit S', die Be- 
grenzungslinie desselben mit L' bezeichnet. 

Durch die beiden unendlich benachbarten Begrenzungslinien L 
und L' sei eine krumme Fläche F gelegt, so dass die Cun'cn L nnd 
L' die vollständige Begrenzung eines auf dieser Fläche liegenden 
gürtelförmigen Flächenstreifens, eines ' G-tirt eis von unendlich 
schmaler Breite büden. Diese Fläche F werde als gegeben ange- 
sehen. Der betrachtete Grürtel werde mit Gr bezeichnet. 

Es bezeichne dp den auf der Fläche F gemessenen unendlich 
kleinen geodätischen Abstand des Curvenelementes dJj von der Ciirvo 
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L', oder die Breite des Gürtels Gr an der betrachteten Stelle. Das 
Product dp ■ dL bedeutet die Grösse des Flächeninlialts eines Recht- 
ecks mit den Seiten dp und dli , d. li. die Grosse des iFlächeninhalts 
eines Elementes des Gürtels G, welche mit rfF bezeichnet werden soll. 

Es bestellt also die Gleiehnng 
(].) äS — äp-dL. 

Längs jedes Elementes dL der Curve L grenzt je ein Element 
des Gürtels G an je ein Element des Flächenstüclres M. Der von 
den Ebenen dieser beiden Eläehenelemente gebildete Flächenwinkel, 
dessen Grösse allgemein zu reden mit der Lage des Elementes dJj 
längs der Ourve L sich ändert, werde mit m bezeichnet. 

Den gestellten Voraussetznngen zufolge kann das Flächenstnck 
M' als eine Variation des Flächenstückes M angesehen werden, bei 
welcher für jedes Element dL der Randlinie die Grösse der Ver- 
schiebung auf der Fläche F in einer zur Richtung dieses Elementes 
senkrechten Richtung d)f} beträgt. 

Nach einer von Gauss aufgestellten Formel (Werke Band V, 
Seite 65) ergibt sieb für die Differenz der Flächeninhalte der beiden 
Flächenstücke M' und M die Formel 

(2.) S'-S = - fcmmdp-OL = - jcos€j-dF, 

wobei die Integi-ation längs aller Theile der BegrenzuugsKnie des 
Flächenstückes M, oder, was dasselbe bedeutet, über alle den Gürtel 
G bildenden Elemente der Fläche F zu erstrecken ist. 



Betrachtung einer Schaar von Minimalflächens tücken. 
Herleituiig des Fundamentaisatzes. 
Es sei gegeben eine von einem Parameter abhängende , einfach 
unendliche Schaar von Minimalüächenstücken 

M, M', M", -.M*, 

welche so beschaffen sind, dass keine zwei zu verschiedenen "Werthen 
des Parameters gehörenden Fläehenstücke dieser Schaar einen ge- 
meinsamen Punkt besitzen, und dass für je zwei unendlich benach- 
barte Flächenstücke dieser Schaar die in dem vorhergehenden Art. 
angegebenen auf die Fläehenstücke M und M' sich beziehenden Vor- 
aussetzungen erfüllt sind. 

Scliivacz. liwammelt« Abluuiilliingsn. I. 1& 
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[Der einfachste Fall einer solchen Schaar von Minimalflächen- 
stücken wird offenbar daiia erhalten, wenn man voraussetzt, dass alle 
der Schaar angehörenden Flächenstiicke eben, nnd dass die Ebenen, 
denen dieselben angehören, einander parallel sind.] 

Es bezeichne F zugleich den Flächeninhalt der von den Curveii 

L, L', L", .-L*, 

den Begreuzmigslinieii der Flächenstiicke 

M, M', M", --M*, 

gebildeten Fläche F. Es wird vorausgesetzt, dasa diese Fläche von 
einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Flächen gebildet werde. 

Die Bedeutung des im Art. 1 erklärten Winkels et und des Flächen- 
elementes rfF möge in der Weise ausgedehnt werden, dass die 
Formel (2.) des Art. 1 für je zwei unendlich benachbarte Minimal- 
flächenstücke der betrachteten Schaar Greltung erhält. 

Den gestellten Voraussetzungen zufolge besitzt die &rÖsse cj 
innerhalb jedes einzelnen der vorher erwähnten Stücke analytischer 
Flächen, ans denen die Fläche F besteht, für jeden Punkt nur einen 
Werth , welcher sich innerhalb dieses Flächenatückes mit der Lage 
des Flächen dementes dF nicht anders als stetig ändern kann. 

Aus der Formel (2.) des Art. 1 ergibt sich durch Anwendung 
derselben auf je zwei unendlich benachbarte Flächenstücke der be- 
trachteten Schaar und durch Integration in Bezug auf den Parameter 
der Schaar , wenn S* die Grösse des Flächeninhalts des Minimal- 
flächen Stückes M* bezeichnet, die Grleichung 



(3.) S*-S = - rfcc 



■dF. 



Bei dem auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Doppel- 
integrale ist die Integration über alle der Fläche F angehörende Ele- 
mente dF zu erstrecken. 

Wird nun die specielle Annahme gemacht, dass die Curve L 
sich auf einen Punkt reducirt, wobei S* in übergeht, während die 
Fläche F eine schalenförmige Gtestalt erhält, so geht die Gleicbung (3.) 
über in 

(4,) s_yy»s„.,iF, 

aus weloher sich in Folge dei' Gleichung F = / / rfF die Formel 
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— COS a) iW 



(5.) F~S -//(1-» 



ergibt, welche inr die folgende Untersuchung von wesentlicher Be- 
deutung ist. 

3. 

Einführung einer neuen Bedingung. El'weite1■^^ng des 

Greltungsbereiches des Pundaraentalsatzes. 

Einer im vorhergehenden Art. gestellten Voraussetzung zufolge 
sollen keine zwei Minimalflächenstücke der betrachteten Schaar, welche 
zu verschiedenen Wertheu des Parameters gehören , einen gemein- 
samen Punkt besitzen. Aus diesem Grunde bilden je zwei unendlich 
benachbarte Minimalflächenstücke der betrachteten Schaar und der 
die BegrenzungsHnien derselben verbindende gürtelförmige Streifen 
der Eläche F zusammengenommen die vollständige Begrenzung eines 
einfach zusammenhängenden Theiles des Raumes , einer körperlichen 
Sehale von überall unendlich kleiner Dicke. 

Die G-esammtheit derjenigen Theile des Eanmea, welche von aUen 
auf die angegebene "Weise durch die betrachtete Schaar von Minimal- 
llächen stücken bestimmten körperlichen Schalen eingenommen werden, 
bildet einen einfach zusammenhängenden Theil des Raumes, welcher 
die Gesammtheit aller den Minimalfiächenstücken der betrachteten 
Schaar angehörenden Punkte enthält, itnd dessen vollständige Begren- 
zimg von dem Minimalflächenstücke M und der Mäche F gebildet wird. 

Dieser linsenförmig gestaltete Raumtheil möge mit R' bezeichnet 
werden. 

Es wird nun die Eestsetzung getroffen, die betrachtete Schaar 
von Minimalflächenstücken soll so beschaffen sein , dass der Abstand 
je zweier unendlich benachbarten Minimalflächenstücke der Schaar 
(die Dicke der vorher betrachteten körperlichen Schale) in der 
ganzen Ausdehnung dieser Elächenstncke einschliesslich 
des Randes derselben eine xmendlich kleine Grösse derselben Ord- 
nung ist. 

In Polge dieser Festsetzung ist der Sehluss gestattet, dass der 
in dem vorhergehenden Art. erklärte Winkel ra nicht für jeden Punkt 
der Fläche P den Werth Null haben kann, ohne dass diese Fläche in 
ihrer ganzen Ausdehnung mit dem Minimalflächenstücke M zusammen- 
fällt. Letzteres ist aber mit den gestellten Voraussetzimgen nicht 
vereinbar, 

15* 
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Der Formel (5.) des vorhergehenden Art. zufolge besitzt daher 
die Fläche F, weil das Doppelintegral 

/'(l-cos(ö)dF 

einen von Null verschiedenen positiven Werth hat, grösseren 
Flächeninhalt als das Minimaiflächen stück M, mit welchem die Fläche 
F die Begrenziingslinie L gemeiji hat. 

Wie eine einfache Ueberlegung ergibt, gilt dieselbe Schlussfol- 
gerung für jede einfach zusammenhängende, von der Linie L be- 
grenzte nnd ans einer endlichen Anzahl von Stacken analytischer 
Flächen bestehende Fläche F^, vorausgesetzt, dass alle Punkte dieser 
Fläche dem Räume E' angehören , \mi dass dieselbe nicht in ihrer 
ganzen Ausdehnung mit dem Miuimalfläehenstncke M zusammenfällt. 

Die in den beiden vorhergehenden Ai-tikeln angestellten Betrach- 
tungen lassen sich nämlich bei angemessener Erweiterung der zu 
Grunde gelegten Voraussetzungen ohne Schwierigkeit so veraUge- 
meinern, dass die zunächst für die Fläche F hergeleitete Sehlusafol- 
gerung für jede den angegebenen Bedingungen genügende Fläche F, 
Geltung erhält. Bei dieser Verallgemehierung, auf welche hier nicht 
näher eingegangen zu werden braucht , kommt nicht allein der Fall 
in Betracht, in welchem die Fläche Fj mit einem oder mehreren Mi- 
nimalflächenstücken der Sehaar Flächentheile von endlicher Ausdeh- 
nung gemeinsam hat, sondern auch der Fall, in welchem die Schnitt- 
linien der Fläche F^ mit einigen der Schaar angehörenden Minimal- 
flächenstücken in getrennte Theile zerfallen. Für die auf die letztere 
Verallgemeinerung bezügliche Untersuchung ist das im Art. 1 be- 
trachtete einfach zusammenhängende Minimalflächenstück M durch 
ein mehrfach zusammenhängendes Minimalflächenstück zu ersetzen, 
dessen Begrenzungslinie aus mehi-eren getrennten Theilen besteht; 
ebenso sind an die Stelle des einen im Art. 1 betrachteten gürtel- 
förmigen Flächenstreifens mehrere solche Flächenstreifen zu setzen. 
Auf die nähere Ausführung dieser Verallgemeinerung, durch welche 
das Wesentliche der in den Artikeln 1 und 2 entwickelten Schluss- 
folgerungen nicht berührt wird, gehe ich hier nicht näher ein. 

4. 
Andere Begründung des Fundamen talsatzes. 
Die im Art. 2 hergeleitete Formel (4.) S ^ j /cosra-i^F kann 
auch hergeleitet werden wie folgt. 
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Man denke sich die der betrachteten Schaai- angehörenden Mini- 
malflächenstiicke in Flächenelemente zerlegt und hetrachte eine 
durch die Begrenzung eines dieser Mäehenelemente gelegte röhren- 
förmige Mäche, welche die Minimalflächenatiicke der betrachteten 
Schaar rechtwinklig durchschneidet. Diese Fläche begrenzt auf allen 
Flächenatüeken der betrachteten Schaar, welche von derselben durch- 
schnitten werden , Fläehenelemente von gleich grossem Flächeninhalt, 
weil für jedes dieser Flächenstückchen die auf den Uebergang des- 
selben in ein uuendlieli benachbartes von derselben röhrenförmigen 
Fläche begrenztes Flächenstückchen sich beziehende erste Variation 
des Flächeninhalts gleich Null ist. 

Dieser Satz ist in dem Werke von E. Lamarle, Exposition geo- 
metrique du calcul diffefentiel et integral ( AlSinoires couronnSs et andres 
memoires puhliSs par VAcaämiie de Belgique, in 8^", Tome XF. Uruxelles 
1863, p. 576) meines Wissens zuerst ausgesprochen worden. 

Bezeichnet dS den Flächeninhalt eines dieser Flächenelemente 
Und rfF den Flächeninhalt eines der Fläche F angehörenden, von der 
hetrachteten röhrenförmigen Fläche begrenzten Flächenelementes , so 
besteht, jeuachdem der im Vorhergehenden erklärte Winkel w an der 
betrachteten Stelle kleiner oder gTÖsser ist als ein ßechter, die erste 
oder die zweite der beiden Gleichungen 

dS = coswt^F, (?S = -cmm-d'F. 

Durch Integration ergibt sich hieraus, wenn die Integration über 
alle Flächenelemente d¥ erstreckt wird, aus welchen die Fläche F 
besteht, die Formel (4.) des Art. 2. 



Analytischer Beweis des Fundamentalaatzes. 
Die vorstehenden Untersuchungen stützen sich gi'össtentheils auf 
geometrische Betrachtungen. Mit Hülfe des folgenden Systems von 
Formeln kann die Richtigkeit derselben Schlnssfolgerungen auf ana- 
lytischem Wege nachgewiesen werden. 

Es mögen u, v, s drei reelle stetig veränderliche Grössen , 

X, y, £ drei gegebene reelle analytische Functionen der 
'!, e bezeichnen, welche innerhalb des zu betrachtenden 
5 Q der von einander luiabhängigen Variablen u, v, b den Cha- 
rakter ganzer Functionen besitzen. Die (xrössen a:, y, s bedeuten die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes P; für jeden dem betrach- 
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teten Greliiete Q angehörenden Werth von s ist der geometrische Ort 
dieses Punktes P allgemein zn reden ein Stück einer krmnraen Fläche ; 
für jedes dem betrachteten Grebiete Q angehörende Wertbepaar w , v 
ist der geometrische Ort des Punktes P allgemein zii reden ein Stück 
einer krununen Linie. 

Die Grössen A, B, G, D, I)', D", E, F, G , H, I, K sollen diirch 
folgende Gleichungen erklärt werden : 



dy dß 



dz dp 

du dv <3w dv ' 

P ÖS dx dx dß 

du dv du dv ' 



öw dv du dv ' 



B -- 






hB 



\duJ ^ \duj ^\duJ 
dy dy 



jj, dx dx 

du dv du dv 



ds ds 
du dv ' 



dx dx 

du ds 

dx dx 

dv ds dv de 



dy dy ds ds 
du ds du ds ' 



Für das Quadrat der Länge des Linienelementes einer von dem 
Punkte mit den Coordinaten x ,y, s beschriebenen Linie ergibt sieb 
der Ausdruck 
dx'-\-dy''+de' = Edif+2Fduäv + Q-dv''+2Hduds +,2IdvdB + Kds'. 

Es wird vorausgesetzt, dass die beiden Grössen H und 1 be- 
ständig den Werib Null haben; mit anderen Worten es wird voraus' 
gesetzt, dass die einfach unendliche Sehaar der Flächen s = const, 
von der zweifach unendlichen Scbaar von Raumcurven u = const. 
V = const. orthogonal durchsetzt wird. Femer wird vorausge 
setzt, dass die Grössen EG—F^, K für kein dem zu betrachtenden 
Gebiete Q angehörendes System von Werthen w, v, s den Wcrth Null 
annehmen. 

Wird die Veränderlichkeit der Grössen u, v, s auf solche Wcrtbc 
beschränkt, welche eine gegebene analytische Gleichung 

s ^ f(u , v) 
befriedigen, wobei vorausgesetzt werden soll, dass die Function f{u,v) 
für alle iu Betracht kommenden Werthe der Argumente u , v den 
Charakter einer ganzen Function besitzt, so ist der geometrische Ort 
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des Punktes P allgemein zu reden eine gewisse krumme !Fläclie P, 
und zwar wird die Grösse des Pläeheninhalts dF eines Elementes 
dieser Fläche gegeben durch die Formel 



Ohne dass die Allgemeinheit der Untersuchung beeinträchtigt 
wird, kann vorausgesetzt werden, dass die Determinante 



8x dy dz 
"öT öT öT 

für alle dem zu betrachtenden Gebiete Q angehöreiideu Werthe der 
unabhängigen Variablen u,v,e einen positiven Werth habe. In 
Folge der Gleichungen // = 0, 7=0 ergibt sich N' = {Ea-F')K, 
also ist N = SJEG—F''- s/K, wobei jeder von diesen Quadratwurzeln 
ihr positiver Werth beizulegen ist, 

"Wird festgesetzt, dass die positiven Richtungen der Normalen 
der den Gleichungen e = const., s = f(u, v) entsprechenden Flächen 
diejenigen sind, in welchen der Parameter b zunimmt, so baten die 
Cosinus der Neigungswinkel, welche die positive Richtung der Nor- 
male eines Elementes der Fläche e = const. mit den positiven Rich- 
tiuigen der Coordinatenaxen einscliliesst, bezieUich die Werthe 
1 dx _ A J__^_ -S 1 ÖÄ _ G 

\/K ^^' ~ 

und £ 



' \JEG-F'' S/K Ö£ s/Ea-F-'' \JK öf \/EG-F'' 
jrgibt sich für den Cosinus des Winkels a , weichen die po- 
sitive Richtung der Normale der Fläche e = f(u, v) im Punkte P mit 
der positiven Richtung der Normale der durch den Punkt P hindurch- 
gehenden Fläche £ = const. einschliesst, die Gleichung 

f. 



- J?" ■ V-K 



'^'^-^•+4<ty<i^<^n^^ 


X , Sx Bf By , dy 9= Sz , dsi dt 




a; dx dl dy dy 6i dz Bs de 




= jV= \/£ 


dx dy dz 
St dl ö^ 
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Es ergiM sieh also bei aageinesaener Zerlegung desPlächenstückes 









coac] 




\Ieg- 


= cos t,iF = 


■i-<m' 


• dudi, - 




MEO- 


-F'dudv, 





deren geometrische Bedeutung evident ist. 

Der Winkel aj ist hierbei den getroffenen Festsetzungen zufolge 
stets ein spitzer Winkel. 

DerWerth der Grösse EG—F^ häng-t im Allgemeinen nicht bloss 
von den Werthen der Grössen m , « , sondern auch von dem Werthe 
des Parameters s ab. Wenn aber jedes der betrachteten Flächen- 
stiicke e = const. ein Minimalfläch enstück ist, so ist, wie in 
dem Nachfolgenden gezeigt werden soll , der Werth der Girösse 
EG—F'^ von dem Werthe der Grösse e unabhängig. 

Der analytische Ausdruck der Bedingung, dass für jede der be- 
trachteten Mächen e = const. die beiden Hauptkriimmungshalbmesser 
der Fläche gleich gross i^nd entgegengesetzt gerichtet sind , ist die 
Gleichung 

ED"~2FD'+GD = 0. 
In Folge der Gleichungen K =^ 0, / == ergibt sieh 
j. \lEG^F~' r ex d'x dy &y , ds ö'.?] 



\/^ 



de ött'_ 



\I'X LöE duäv öe dudv de dudvJ' 
\JEG~F' r dx ö'x öy_^ dz ^'^^ 



es bestehen also die Gleichungen 



\JK l öm ^ de J ' 

^K ^ ^^ ^^^ ^^ -I ' 



\]^ Idv ' Ö£ J 
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y^ L ds de 



ED'-^2FD'+GD = -- V^tT-^f^^ 






Hieraus folgt, dass 

class also die Grösse EG—F^ und mitlmi aucli der Ausdruck für die 
Grösse des Flächeninhalts dS eines Elementes der Fläche e = coiist,, 



(üS = SJEG-F^dudv, 

von dem Werthe des Parameters e unabhängig iwt. 
Die Richtigkeit der Gleichung 

rfS = cos 0) ■ (JF 

ist hierdurch analytisch dargethan. 

Derjenige Theil des unbegrenzten Raumes, welcher die Gesaraint- 
heit aller den Minimalflächenstücken der betrachteten Schaar ange- 
hörenden Punkte und ausser diesen keine anderen Punkte enthält, 
möge mit R bezeichnet werden. 

Bei der vorstehenden Herleitnng ist die einschränkende Voraus- 
setzung zu Grunde gelegt, die betrachtete Fläche F sei so beschaffen, 
dass, wenn der Gleichung dieser Fläche die Form s =/(«,«) gegeben 
wird, der Parameter e als Function der beiden unabhängigen Va- 
riablen !( , f für alle in Betracht kommenden Werthepaai-e u , v den 
Charakter einer ganzenFiinctionbesitzt. Es bietet keine Schwierig- 
keit dar, die Geltung der Formel (4.) des Art, 2 



=//' 



cos o • (?F 



von dieser einschränkenden Voraussetzvrng zu befreien, wenn bei an- 
gemessener Abändeiimg der Erklärung des Winkels o an folgenden 
Bedingungen festgehalten wird : 

1. Die vollständige Begrenzung der Fläche F und die vollstän- 
dige Begrenzung des Minimalflächenstiickes M wird gebildet von der 
aus einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Linien beste- 
henden Linie L. 

2. Die Fläche F besteht aiis eine]: endlichen Anzahl von zuaam- 
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meiiiiängendeii Stücken analytischer Flächen, weleho in üirem Innern 
von singiilären Stellen frei sind. 

3. Die Fläche F und das Minimalflächenstück M bilden die voll- 
ständige Begrenzung einea oder mehrerer Theile des Raumes , welche 
sämmtlich Theile des Raumes R sind. 



Anwcndiing des Fundamentalsatzes. 

Durch das In den vorhergehenden Artikeln erläuterte Beweisver- 
fahren kann einer Forderung genügt w^erden, welche, v^enn von dem 
Falle eines ebenen Flächenstiickes abgesehen wird, meines Wissens 
bisher noch in keinem Falle ihre Erledigung gefunden hat. 

Für ein (gewissen Bedingungen genügendes) Mini- 
malflächenstüok M soll der Nachweis geführt werden, 
dass dieses Flächenstüek wirklieh kleineren Flächen- 
inhalt S besitzt, als jedes andere aus einer endlichen 
Anzahl von Stücken analytischer Flächen bestehende, 
von derselben Randiinie begrenzte, demselben unend- 
lich benachbarte Flächenstück F. 

Bezüglich dieser Forderung bemerke ich Folgendes: 

Ein Minimalflächenstück, für welches der im Vorstehenden gefor- 
derte Nachweis gelingen soll , darf nicht ein ganz beliebiges sein ; 
denn es gibt unendlich viele Minimalflächenstücke, für welche bei un- 
verändert gelassener BegrenzungsHnie die zweite Variation des 
Flächeninhalts einen negativen "Werth erhalten kann, wie ich in 
einer in den Monatsberichten der Königlich Preussischen Akademie 
der "Wissenschaften zu Berlin vom Jalire 1872 veröffentlichten Ab- 
handlung: „Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation des 
Flächeninhalts von Minimalflächenstücken im Allgemeinen und von 
Theilen der Sohraubenfläche im Besonderen"*) gezeigt habe. 

Die Bedingung: „Die zweite Variation des Flächeninhalts eines 
solchen Flächenstückes soll bei unverändert gelassener Begrenzung 
desselben negative Werthe nich.t annehmen können" ist zweifellos 
eine nothwendige; aber es darf aus dem Umstände, dass diese 
Bedingung für ein bestimmtes Minimalflächenstück M erfüllt ist, nicht 
ohne Weiteres der Schluss gezogen werden, dass dieses Flächenstück 
wirklich kleineren Flächeninhalt besitzt, als jedes andere, von der- 

*) Siehe S, 151-167 dieses BLiridea. 
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selben Begrenzuugslinie begrenzte, ihm uiiendlicli benachbarte Fläohen- 
stöck. Denn bei einem Probleme der Variationsreobnuag ist über- 
haupt die Uiitersnchung der in Betracht kommenden zweiten Variation 
allein', wie Herr Weierstrass nachgewiesen hat, im Allgemeinen 
nicht ausreicbent!, um mit Sicherheit auf das Eintreten eines 
Maximums oder Minimmns schliesaen zu können. 

In dieser Hinsicht bedürfen einige in der erwähnten Abhandlung 
aus dem Jahre 1872 ausgesprochene Behauptungen einer noch einge- 
henderen Begründung. 

In der That kann der geforderte Nachweis mittelst des in den 
vorhergehenden Artikeln dargelegten Beweisverfahrens für jedes Mi- 
nünalflächenstück M geführt werden, fiir dessen beide Seiten eine 
das Flächenstüek M enthaltende Schaar von Minimalflächenstiicken 
construirt werden kann, welche so beschaffen ist, dass derAbstand 
je zweier unendlich benachbarter Flächenstücke der Schaar überall 
eine unendlich kleine Grösse derselben Ordnung ist. 

Denn unter dieser Voraussetzung ist es möglich, auf der einen 
Seite des Minimalfläehenstiickes M einen Raum E', aui der anderen 
Seite desselben einen Raum R" abzugrenzen , so dass der aus den 
beiden Räumen R' und R" bestehende Raum, welcher mit R bezeichnet 
werden soll , ausser der Gresammtheit derjenigen Punkte , welche den 
Minimalflächenstücken der beiden Scbaaren angehören, keine anderen 
Punkte enthält. 

Es gilt dann der Satz: Jede nicht in ihrer ganzen Ausdehnung 
mit dem Minimalflächenstücke M zusammenfallende, ans einer end- 
lichen Anzahl von Stücken analytischer Flächen bestehende, zusam- 
menhängende Fläche F, deren vollständige Begrenzung von der Be- 
grenzung des Minimalfläcbenstückes M gebildet wird, und welche so 
beschaffen ist , dass alle Punkte dieser Fläche dem Räume R ange- 
hören, besitzt grösseren Flächeninhalt, als das Minimalflächenstück M. 

Ein Beweis für die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich un- 
mittelbar aus der Fonnel (ö.) des Art. 2 



F^S = f f (l^ cos co}dF, 



welche den in den vorhergehenden Artikeln entlialtenen Aitsführtingen 
zufolge für jede den angegebenen Bedingungen genügende Fläche F 
Geltung liat. 
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G-eo 111 etriaclie Deutung einiger eine ScHaai' von Mini mal- 
fläübenstücken betreffender Formeln. 

In der im vorhergehenden Art. angeführten Abhandlung bähe ich 
gezeigt , dasa die iPrage , ob es möglich ist, zu. einem Minimalflächen- 
stücke M ein in der ganzen Ausdehnung desselben unendlich benach- 
bartes Minimalflächenstück zu construiren, welches mit dem Minimal- 
flächenstüeke M keinen Punkt gemein bat, für alle Minimalfiachen- 
atüeke , welche dasselbe sphärische Bild besitzen, iu gleicher 
Weise zu beantworten ist. 

Von den Be zeich niuigen , welche ich in dieser Abhandlung ange- 
wendet habe, werde ich auch in dem Nachfolgenden Gebrauch machen. 

Es bezeichnen die Grrössen s , s^ die beiden complexen veränder- 
lichen Grössen ; 

s = iH-ij», s, = I -—•>)», 
als deren Functionen die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer 
JEnimalfläehe betrachtet werden. Siehe die Abhandlung des Herrn 
Weieratrasa; lieber dieFlächen, deren mittlere Krümmiing überall 
gleich Null ist, Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 
1866, Seite 618. 

Es bezeichnen ^ , tj die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
in dei'jenigen Ebene, auf welche die Mache der Hülfskugel mit dem 
Radius 1 durch stereographische Projection conform übertragen wird. 

Es bezeichnet T dasjenige Stück dieser Ebene, welches dem zu 
betrachtenden Minimalflächenstücke M entspricht. 

Wenn nun die lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

^^_,_^i> ^^ n 

ein particuläres Integral besitzt, welches sich im Innern des Bereiches 
T regulär verhält, im Innern und längs des Randes dieaea Bereiches 
nur reelle und zwar überall endliche , von Null verschiedene 
Werthe annimmt, so lässt sich stets eine einfach unendliche Schaar 
von Minimalflächenstücken angeben , zu welcher das betrachtete Slini- 
malfläehenstück M gehört, und welche die Eigenschaft besitzt, dass 
der Abstand je zweier unendlich benachbarter der Schaar angehörender 
Minimalflächenstücke überall. eine unendlich kleine G-rÖsse derselben 
Ordnung ist. 
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Bezeielmen nämlich 

X, y, £! die rechtwinkligen Coordiiiatcn eines beliebigen Punktes 

P des Minimalflächenstückes M, 
X,Y,Z dieCosimis der Winkel, welche die Normale desJlächen- 
stückes M im Pnnkte P mit den positiven Eichtungen 
der Coordinateuaxen eitiachlieast , 
x-\-i:dx, y + sSy , z + sSs die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes P' eines beliehigeu Minimalflächenstückes M' der 
Sohaar , wobei Sx , Sy , 8s von der Grosse t , dem Para- 
meter der Sehaar, unabhängig sind, 
ao ergibt sich, wenn festgesetzt wird, dass die Normale des Flächen- 
stüekes M' im Punkte P' der Normale des Flächenstückes M im Punkte 
P parallel sein soll, folgendes System von Gleichungen 

Xdx^Ydy+Zds = ^, XdSx + Yddy-\-ZäSs = (), XSx+Töy\-Zäs = 2i^, 

XSy-YSx- 2a ^ - 2Ü,% 

-' ds ' öSj 

{dx-2Xjl;y+(dy-2Yil'y+iÖ^-2Zipy = 4(l+ss,)'|^ ^^f- = 

Sx-dx + dydy + Ös-ds = (l+ss,y (^{s)^ds + %,(«, )^ äs ^'), 
dx-dX + dy-dY + öe-dZ ^ 2#. 

In diesen Gleichungen bezeichnet iJj das erwähnte particnläre 
Integral der angegebenen partiellen Differentialgleichu]ig. 

Die Bedeutung der Funetionen %{s), S,(Si) iat a. a. 0. erklärt. 

Aus dem vorstehenden Systeme von Gleichungen ergibt sich, dasa 
die Biehtung der Strecke mit den Coordinaten Sx, Öy, Sz einen rechten 
Winkel einschliesst mit der Richtung derjenigen im Punkte mit den 
Coordinaten X, Y, Z die Hülfskugel X'+F'+Z^ = 1 berührenden 
Geraden, welche der Fortschreitung in der durch die Gleichung 

<j* = |* &+!*&, = 

ÖS ÖS, ' 

bestimmten Eichtuiig entspricht. 



= 21^+ (1- 


'^^^- 


(1- 


<^S: 


= 2r*+i(H-, 
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Betrachtet man die Schaar der auf dieser Hiüfskugel liegenden 
Ciirven, längs welcher die Function ip einen constanten Werth be- 
sitzt, constrmrt zu dieser Schaar die Schaar der orthogonalen Tra- 
jectorien und bezeichnet mit (?C) die Länge eines Linienelementes der 
durch den Piinkt mit den Coordinaten X, Y, Z gehenden, auf der 
Kugel X^+Y'+Z^ = 1 liegenden orthogonalen Trajectorie der Curven- 
sehaar ip = const., so ergibt sich 

ö'/' 7 öi^ , , - 4 , , 

ÖS ÖS, " ^ (1+ssJ' " 



^■)'[(t)"-(i:-)xt)'. 



(i.+r+ 

wenn mit -g— die in der ßichtung des betrachteten Curvenelementcs 
genommene partielle Ableitung der Function ■^ bezeichnet wird. "Wird 
nun die Festsetzung getroffen , dass die Hichtung , in welcher die 
Bogenlänge <\ zunimmt, diejenige sein soll, in welcher die Function ^ 
ebenfalls zunimmt , so stimmt diese Richtung mit der Richtung der- 
jenigen Streclie überein, deren Coordinaten 

Sx-'i.X^, Öij-2Yi!, Ös-2Z%> 

sind, während die Grösse 2--£- die Länge dieser Strecke ergibt. 
Die Richtung dieser Strecke steht zu der Richtung desjenigen dem 
Flächenstücke M angehörenden Curvenelementes, welches im Punkte P 
der durch die Grleichiing 

d<,_^* + |*&. = 

ÖS ÖS, ' 

bestimmten Fortschreitungsr ichtun g entspricht, in der einfachen Be- 
ziehung, dass die Halbirungslinie des durch diese beiden Rich- 
tungen bestimmten Winkels der Tangente einer der beiden durch 
den Punkt P hindurchgehenden Äsymp totenlinien des Minimal- 
flächenatückes M parallel ist. Mit anderen "Worten: Die beiden 
mit einander verglichenen Richtimgen sind in Beziehung auf den zu 
dem Punkte P des Minimalflachenstückes M gehörenden Dupinschen 
Kegelschnitt zu einander conjugirt. 

Der geometrische Ort desjenigen Punktes, dessen rechtwinklige 
Coordinaten beziehlich die Grösse 

'2Xiii, 2Yil;, 2Zf 
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haben, ist die Fusspuiikt fläche einer Minimalfläche , welche letz- 
tere sich ala geometrischer Ort eines Punktes erweist, dessen recht- 
winklige Coordinaten beziehlich Sx, Sy , Ss sind ; der Coordinatenan- 
fangspunkt ist hierbei der Pol. 

Da die G-rösse i^ der Yorauasetzung zufolge für kein dem Bereiche 
T angehörendes Werthepaar |, ij gleich Null wird, so Hegt der Coor- 
dinatenanfaiigspnnkt in keiner der Tangentialebenen des dem Be- 
reiche T entsprechenden Stückes dieser Minimalfläche, welches mit 9K 
bezeichnet werden möge. 

Es ergibt sich hieraus folgender Lehrsatz. 

Ein bestimmtes Stück M einer Minimalfläche besitzt nnter allen 
von denselben Randlinien begrenzten und ihm unendlich benachbarten 
Flächenstücken den kleinsten Flä,cheninhalt , wenn es ein zusammen- 
hängendes dem betrachteten Plächenstücke M durch parallele Normalen 
Punkt für Punkt entsprechendes Miuimalflächenstück 9K gibt, dessen 
sämmtliche Tangentialebenen von einem und demselben Punkte des 
Eaumes einen von Null verschiedenen Abstand haben, *) 



Unterscheidxxng dreierFälle. Tragweite der durch die 
Betrachtung derselben zu treffenden Entscheidung. 
Durch das in den vorhergehenden Artikeln entwickelte Beweis- 
verfahren ist die Frage über das Eintreten des Minimums des Flächen- 
inhalts bei tmv erändert gelassener Begrenzungslinie für alle diejenigen 
Minimalflächenatücke M in positivem Sinne entschieden, deren sphäri- 
sches Bild einem Bereiche T entspricht, für dessen Inneres eines der 
particulären Integrale der partiellen Differentialgleichung 
ay d'i> St _ 

sich regulär verhält und nur reelle , endliche , von Null verschiedene 
Werthe annimmt; die letztere Bedingung muss hierbei zunächst auch 
für alle Punkte der Begrenzimg des Bereiches T gestellt werden. 

Es entsteht nun die Frage nach dem diesem Entscheidungsgrunde 
beizulegenden Grade der Allgemeinheit. 

In der im Art. 6 angeführten Abhandlung habe ich drei Fälle 
unterschieden, ohne den Beweis dafür anzutreten, dass durch dieselben 
die Gesammtheit aller Fälle erschöpft wird, welche in Bezug auf die 

*) Siehe S. 188 dieses Bandes. 
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Entscheidung der vorliegenden Frage eintreten Itönnen. Es sind dies 
folgende drei Fälle; 

I. Es gibt ein pariiciiläres Integra! der angegebenen partiellen 
Differentialgleiclinng , welches in Bezug anf den betrachteten Bereich 
allen aufgestellten Bedingungen genügt. 

II. Es gibt ein partieuläres Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, welches zwar im Innern des betrachteten Be- 
reiches den aufgestellten Bedingungen genügt, aber längs der ganzen 
Begrenzung desselben den Wertb Null annimmt. 

III. Es gibt ein partieuläres Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, -welches so beschaffen ist, dass dieses Integral 
für einen Theil des betrachteten Bereiches den Bedingungen des 
vorhei'geh enden Falles (II.) genügt. 

Tritt für ein gegebenes Minimalflächen stück M der erste Fall 
ein, so besitzt dasselbe, wie durch das in den vorhergehenden Ai'tikelu 
entwickelte Beweisverfahren erhärtet ward, in dem angegebenen Sinne 
wirklich ein Minimum des Flächeninhalts. , 

Tritt für das betrachtete MinimalfiächenstückM der dritte Fall 
ein, so gibt es unendlich viele, dem betrachteten Minimalfläehenstücke 
unendlich benachbarte , von derselben Handlinie begrenzte Flächen- 
atücke, vFelche kleineren Elächenhihalt haben als das Mnimal- 
ilächenstiick M. Es tritt also in diesem Falle für das betrachtete 
Jlinimalflächenstück ein Minimum des Flächeninhalts nicht ein. 

Der zweite Fall ist für die vorliegende Untersuchung als 
Grenzfall anzusehen, dessen Eintreten eine besondere Untersuchung 
erfordert. 

Der Nachweis, dass durch die angeführten drei Fälle die Ge- 
sammtheit aller FäUe erschöpft wird , welche in Bezug auf die Ent- 
scheidung der vorliegenden Frage eintreten können, scheint nicht ohne 
ein genaueres Eingehen auf einige Eigenschaften derjenigen reellen 
Functionen zweier Argumente geführt werden zu können, welche, wenn 
j3(|, }j) eine gegebene Function dieser beiden Argumente bezeichnet, 
die in dem betrachteten Bereiche nur positive Werthe annimmt, 
einer partiellen Differentialgleichung von der Form 

genügen. Diese Untersuchung bildet den Gegenstand des zweiten 
Theiles dei' vorliegenden Abhandlung. 
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Zweiter Theil. 
Integration der partiellen Differentialgleichung 

öx oy' 

unter vorgeschriebenen Bedingimgen. 
9. 

Stellung lier Aufgabe. 

Es sei gegeben ein ebener, zweifach ausgedehnter, zusammenhän- 
gender, ganz im Endliehen enthaltener Bereich T, dessen voUatändige 
Begrenzung von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer 
Linien gebildet wird. 

Die den Bereich T geometrisch darstellende Eieraannsche 
Fläche, welche ebenfalls als gegeben betrachtet wird, kann einfach 
oder mehrfach zusammenhängend , einblättrig oder raehrblättrig sein ; 
im letzteren Falle wird vorausgesetzt, dass dieselbe nur eine endliche 
Anzahl von Blättern und nur eine , endliche Anzahl von Windungs- 
punkten besitzt. 

In der Ebene des Bereiches T denke man sich ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem angenommen und bezeichne mit x, y, beziehungs- 
weise mit g , t) die auf dieses Coordinatensystem bezogenen recht- 
winkligen Coordinaten einer beliebigen Stelle {x,y), beziehiingsweise 
(|,il) des Bereiches T. 

Es bezeichne p ^ji{x,y) eine gegebene, fiir jede Stelle {x,y) 
des Bereiches T eindeutig erklärte, stetige Function der Grössen x,y. 

Unter der Voraussetzung, dass diese Function nur positive 
Werthe annimmt, welche den Werth P an keiner Stelle übersteigen, 
handelt es sich darum, zu untersuchen, ob es möglich ist, die partielle 
Differentialgleichung 

dx oy 

oder , wenn der Ausdruck ^-^r + -^r^ zur Abkürzung mit Jw be- 
dx' oy- 
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zeiclinet wird , die partielle Differentialgleichung ^w + p - w = iiii- 
den Bereich T gewissen vorgeschriebenen Bedingungen gemäss zu 
integriren. 

Hierbei wird gefordert , die Function w soll für alle dem Innern 
und der Begrenzung des Bereiches T angehörenden Stellen stetig 
bleiben, eindeutig erklärt sein und nur reelle Werthe annehmen; die 
partiellen Ableitungen der Function w , -k— , -g— sollen im Innern 
des Bereiches T nicht längs einer Linie unstetig sein. 

Die Hauptfrage , auf deren Beantwortung es ankommt , ist die 
folgende : Gibt es eine für den betrachteten Bereich T allen angege- 
benen Bedingungen genügende Function w , welche im Innern und 
längs der ganzen Begrenzung dieses Bereiches nur positive , von 
Null verschiedene Werthe annimmt? 

10. 
Einige als bekannt vorauszusetzende Hülfssätze. 
In Folge der bezüglich des Bereiches T gesteUteji Voraus- 
setzungen ist es möghch, wie ich in einer in den Monatsberichten der 
Königlich Preussischen Akademie der "Wissenschaften zu Berlin vom 
Jahre 1870 veröffentlichten Abhandlung *) bewiesen habe, die partielle 
Differentialgleichung Jw = für den Bereich T gewissen vorge- 
schriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen gemäss zu integriren. 
Insbesondere ergibt sich aus einem in dieser Abhandlung ge- 
führten Beweise, dass es, wenn mit (x,y), (S, ij) irgend zwei von ein- 
ander verschiedene SteUen des Bereiches T bezeichnet werden , stets 
eine Function G = (? (a;, y ; |, tj) der vier Argumente x,y ,^. tj gibt, 
welche folgende Eigenschaften besitzt : 

1. Als Function der beiden Argumente x , y betrachtet genügt 
die Function G'{x,j/; 1,7)) der partiellen Differentialgleichung z/G = 0. 

2. Bei der Annäherung der Stelle (x, p) an die Stelle (|, ij) wird 
die Function 0{x,y; i, i}) in derselben Weise logarithmisch unstetig, 
wie die Function 

log[(^-|)'+(j/-^)']. 
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■*) Ueber die Integration der partiellen DifEereiitialgleicbung 



unter vorgesehrielienen Grenz- und GnsLetigkei 
Bande der vorliegenden Ausgabe. 
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Die Grösse m bezeichnet hierbei eine bestimmte ganze Zahl, welcher, 
wenn die Stelle (6, tj) nicht mit einem Windnngspuiikte des Bereiches 
T zusammenfällt, der Werth 0, andernfalls, wenn ji die OrdnungszaM 
dieses Windimgspunktes bezeichnet, der Werth (t beizulegen ist 

3. Längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T wird die 
Fvmction G-{x,p; §, rf) gleich Null. 

In Folge dieser Eigenschaften besitzt die Function G{x,y; |, ij) 
zugleich die Eigenschaft, für alle dem Innern des Bereiches T ange- 
hörenden Stellen {x,y) nur positive Werthe anzunehmen und ihren 
Werth nicht zu ändern, wenn die beiden Stellen (x,ti) und (|, ij) mit 
einander vertauscht werden. 

Wird nun mit /■{!, tj) eine für alle Stellen (§, ij) des Bereiches T 
eindeutig erklärte, stetige Function der beiden Argumente (|,jj) be- 
zeichnet, so ergibt die Formel 

(6.) » - w(x,ij) - ~^-jjf{i,n)(i{i,n;'--:v)iUn, 

wenn die Integration über den Bereich T erstreckt wird, ein parti- 
culäres Integral der partiellen Differentialgleichung 

(7.) Jw+f(x,y) = 0, 

welches für alle dem Innern und der Begrenzung des Bereiches T 
angehörenden Stellen eindeutig erklärt ist, stetig bleibt und längs der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches gleich Null wird. Die Ablei- 
tungen -^■, '^ sind im Innern des Bereiches T nicht längs einer 
Linie unstetig. 

Durch die angegebenen Eigenschaften ist dieses particuläre Inte- 
gral der partiellen Differentialgleichung zlto + f (x, y) = eindeutig 
bestimmt. 

Auf die Beweise dieser Sätze, welche ich für die folgende Unter- 
suchung als bekannt voraussetze, gehe ich hier nicht näher ein, 

11. 
Voraussetzung der Existenz einer für den Bereich T 
den gestellten Bedingungen genügenden Function w, 
welche für keine Stelle dieses Bereiches den Werth 
Null annimmt. Folgerungen. 
Wenn vorausgesetzt wird, dass für den Bereich T eine Function 
w existirt, welche für diesen Bereich im angegebenen Sinne die par- 

16* 
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tielle Differentialgleichung ^w+p-w = befriedigt, und welche so- 
wohl im Innern, als auch längs der ganzen Begrenzung des Bereiches 
T nur positive, von Null verschiedene Werthe annimmt, so ]\ann ge- 
schlossen werden wie folgt. 

Es bezeichne w^ = w„{x,p) eine für den Bereich T der Diffe- 
rentialgleichung ^iv^ = genügende Function , welche längs der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches mit der Function w übereinstimmt. 
Es gibt stets eine und nur eine einzige solche Function und zwar 
nimmt dieselbe für alle Stellen des Bereiches T nur positive , von 
Null verschiedene Werthe an. 

Die Function w—w^, welche längs der ganzen Begrenzung des 
Bereiches T den "Werth NtiU hat, genügt für den Bereich T der par- 
tiellen Differentialgleichung ^(w—w^)-i-p-w ^ und nimmt im 
Innern dieses Bereiches ebenfalls nur positive Werthe an. 

Der gi'Össte Werth , welchen der Quotient innerhalb des 

Bereiches T annimmt, werde mit q bezeichnet. Die Grösse q ist 
kleiner als 1. 

Man denke sich nun für den Bereich T die Functionen «;„ w^, tv„ ■ ■ -, 
^,^1 1 *"„ 1 ■ ■ ■ deren Anzahl unbegrenzt ist , durch die Bedingung be- 
stimmt, dass die Function w^ der partiellen Differentialgleichung 
(8. ) Jiv^+ p ■ m;„_, = (h ^ 1, 2, 3 ■ ■ ■ c») 

genügen und längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth 
Null haben soll. 

Aus der Formel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn 
i5(g,ij)-ic_,{|,i)) 
an die Stelle von /"(|,5j) gesetzt wird, dass die Function u>^{x,i/) im 
Innern des Bereiches T nur positive Werthe annimmt, wenn die 
Function iü„_j(|, tj) dieselbe Eigenschaft besitzt. Da nun die Function 
w^(X,'>i) dieser Bedingimg entspricht, so nimmt jede der Functionen 
iFj, w,, MJj, - ■ - M!„, ■ ■ ■ im Innern des Bereiches T nur positive Werthe an. 

Aus dem Systeme von Gleichungen 

^{w-—w^)+p-w = 
z((»-»,-»,)+p. («,-».) -0 
(9,) ^(w--w„—to,—iv.^)+p-{w—iVg—w,) = 
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ergibt sieb, da jede der Functionen w—^o„—w^ ■ — «"„ längs der 

ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Niül annimmt, durcb 
wiederholte Anwendung der Formel (6.) des Art. 10, dass jede dieser 
Functionen im Innern des Bereiches T nur positive Werthe annimmt. 
Aas der Beziehung iv~w^^qiv ergibt sich in Tolge der Glei- 
chungen (9.) unter wiederholter Anwendung der Formel (6.) des 
Art. 10 folgendes System von Ungleichheiten 

tv — iüi^~w,-< q- (tv—w^) 

(10.) 

?f) — *y„— iü,— ■ ■—«„<: 5' («ü—jy,,— IC,— • ■— w^,). 

Für jeden Werth des Index « besteht also die Beziehung 
(11.) j(!~~?y„— M!, — ■ ■— w„< q"^'--w. 

Hieraus folgt, da die Grösse q kleiner als 1 ist, dass die aus den 
Functionen w^, iy„ tv^, ■ ■ ■ gebildete unendliche Reihe 

Wj+ w;,+ MI3+ ■ ■ ■ + M)^-f- ■ ■ ■ in inf. 
für alle dem Bereiche T angehörenden Stellen (x, y) unbedingt und in 
gleichem Grade convergirt. Die Function w , deren Existenz voraus- 
gesetzt wurde, ist die Summe dieser Reihe. 

12. 
Weitere Folgerungen. 

Die Function w^ ist eindeutig bestimmt durch diejenigen Werthe, 
welche die Function w längs der Begrenzung des Bereiches T an- 
nimmt; dasselbe gilt von jeder einzelnen der Functionen w„ Wj, ■ • • w_- •- 

Man kann mm die Werthe, welche eine stetige reelle Function 
"0 = %{^,y) der beiden Argumente x,y längs der Begrenzung des 
Bereiches T annehmen soll, willkürlich vorschreiben iind die partielle 
Differentialgleichung ^% = f ür den Bereich T so integriren , dass 
die Function ujx,y) dieser vorgeschriebenen Grenzbedingung genügt. 

Wenn mit /c der kleinste, mit g der grösste unter allen denje- 
nigen Werthen bezeichnet wird , welche der Quotient ° ' y längs 

der Begrenzung des Bereiches T annimmt, so nimmt auch im Innern 
des Bereiches T von den beiden Functionen ii^(x, y)—kwjx,y), 
«o(^! y) — 9%(ß, y) die erste an keiner Stelle einen negativen, die zweite 
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an keiner Stelle emeu positiven Werth an. Denkt man sich nun für 
den Bereich T die Functionen u,,u^,u^, ■ ■ ■ «<„ , ■ ■ ■ bestimmt , welche 
ans der Function «„ auf dieselbe "Weise hervorgehen, wie die Func- 
tionen w„ Wj, w„ ■ ■ ■ w^ - ■ aus der Function iv^ hervorgegangen sind, 
so ergibt sich, dass im Innern des Bereiches T von den beiden Func- 
tionen u^—7cw^, ^„—ff^^ die erste an keiner Stelle einen negativen, die 
zweite an keiner Stelle einen positiven "Werth annimmt. 

Hieraus folgt, dass die unendliche Reihe ii^+ u,+ u,+ ■ ■ ■ + m„+ ■ ■ ■ 
für alle Stellen des Bereiches T unbedingt und in gleichem Grade 
convergirt, Die Siunme dieser Reihe, welche mit m = u(x,i/) be- 
zeichnet werden soll, ist eine Function, welche m Folge der Grleiehung 

(12.) «(X, ;,)-».(», j,) = iyjyd, ,)..(!, ,)e(S, ,; I, s)«<l, 

für den Bereich T der pai-tiellen Diiferentialgleichung Ju + p-it =^Q 
genügt und längs der Begrenzung dieses Bci'ciches mit der Function 
^Ä^'P) übereinstimmt. 

Hieraus ergibt sich folgender Satz; 

Wenn es eine Function iv gibt , welche für den betrachteten Be- 
reich T in dem erklärten Sinne der partiellen Differentialgleichung 
Jw + p-w^=0 genügt xxnd nur positive, von Null verschiedene Werthe 
annimmt , so i.st es möglich , diese Differentialgleichung für den be- 
trachteten Bereich so zu integriren, dass das Integral derselben längs 
der Begrenzung des Bereiches T mit einer beliebig vorgeschriebenen, 
längs dieser Begrenzmig stetigen Fiuiction übereinstimmt und im 
Innern des Bereiches T den angegebenen Bedingungen genügt. Durch 
die vorgeschriebenen Bedingungen ist dieses particuläre Integral der 
angegebenen partiellen Differentialgleichung eindeutig bestimmt. 

13. 
Einführung der Special isirung iv^ = 1. 
"Wenn die im Art. 11 gestellte Voraussetzung jetzt wieder fallen 
gelassen und es als noch unentschieden betrachtet wird, ob diese Vor- 
aussetzung erfüllt ist, so kann man gleichwohl, ausgehend von einer 
beliebig getroffenen Festsetzung über diejenigen "Werthe, welche eine 
Function tv^(a:,t/) längs der Begrenzung des Bereiches T annehmen 
soll, für den betrachteten Bereich T eine unendliche Reihe von Func- 
tionen w^, to,, iCj, ■ ■ ■ w„ ■ ■ - bestimmen, welche die Eigenschaft haben, 
dass die Function m)„ für jeden positiven Werth des Index n längs 
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der ganzen Eegreiizimg des Bereiches T den "Wertli Null annimmt 
imd der partiellen Differentialgleichung Jic\+p-ti\_^ ^ in dem an- 
gegebenen Sinne genügt, wälirend Jw„ = ist. 

Die einfachste Annahme , von welcher man ausgehen kann , ist, 
dass der Function w^^ längs der ganzen Begrenzung und demzufolge 
auch für das Innere des Bereiches T ein constanter Werth und 
zwar der Werth 1 heigelegt wird. 

Diese Annahme soll der folgenden Untersuchung zxiGmnde gelegt 
werden. 

Es wird also angenommen, dass für den hetrachteten Bereich* T 
eine nnendliche Eeihe von Functionen w^ , lo^, w^, ■ ■■ ti\ , ■ - ■ bestimmt 
sei, welche den Bedingungen 
Wj = 1, ^tD,+p ■ tVg = 0, z/Wj+^J - jy, =0, ■ ■ ■ ^iv^-^p ■ w„_i ^0, ■ ■ ■ 

genügen. Mit Ausnahme von w^ ist jede dieser Functionen w^ der 
ferneren Bedingung unterworfen, längs der ganzen Begrenzung des 
Bereiches T den Werth Null anzunehmen. 

14. 
Erklärung der Grössen 11^,,, F;,,,,, Tf„. 
Unter Zugrundelegung der Annahme , dass die Functionen 
iü„ , !ü, , lüj , ■ - ■ 10^, • ■ ■ die in dem vorhergehenden Art. erklärte Be- 
deutung haben, sollen, wenn m,n irgend zwei ganze positive Zahlen 
bezeichnen, einschliesslich der Null, mit W,„„ und F„^^ die durch die 
Gleichungen 

(13.) w^.^jß...j.,„ r,.=j^/(^^.^|.).»., 

erklärten Grössen bezeichnet werden, wobei die Integrationen über den 
Bereich T zu erstrecken sind. 

Es sollen nun einige zwischen den Werthen dieser bestimmten 
Integrale hestehende Beziehungen hergeleitet werden , welche für die 
folgende Untersuchung von wesentlicher Bedeutung sind ; zugleich ist 
der Nachweis zu führen, dass das mit F^„ ,, bezeichnete Doppelintegral 
für jede Combination m, n der beiden Indices die Eigenschaft besitzt, 
unbedingt convergent zu sein. 

I. Weil das Doppelintegral 



//' 



P^n^^jdxdt/ = W„^^ 
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aiir positive Elemente enthält, so hat jedes Boppelintegi'a] 



ff' 



bei welchem die Integration über einen Theil T' des Gebietes T er- 
streckt wird, einen endlichen Werth, welcher kleiner als Wo„_i ist. 

In Folge der Grleichungen p-w^_^ = — ^w„, »"o = ^ E^^'^ *ifLs 
Doppelintegral 

in ein einfaches, längs der üaadlinie (T') des Bereiches T' zu er- 
streckendes Integral über , nämlich in das Integral / -~ dl , wenn 

dl die Länge eines Elementes dieser Randlinie, " den Werth der in 
der Richtung der Normale zu dem Bandelemente dl genommenen par- 
tiellen Ableitung der Function w„ bezeichnet. Als positive Richtung 
dieser Normale wird hierbei diejenige iixirt, welche von dem betrach- 
teten Randelemente zu inneren Punkten des Bereiches T' führt. 



al/- 



Daa Integral / —^ dl hat hiernach stets einen endlichen , den 



Werth der Grösse W^ ^, nicht übertreffenden Wei-th. 

Der getroffenen Festsetzung zufolge ist der Bereich T' ein 
Theil des Bereiches T. Die Wahl des Bereiches T' ist einzig der 
Beschränkung unterworfen, dass die Grrösse —^ für jeden Punkt 
der Begrenzung desselben einen endlichen bestimmten Werth haben muss. 

In dem Folgenden wird der Bereich T' der Bedingung gemäss 
gewählt werden, dass die Gesammtheit der dem Innern dieses Be- 
reiches angehörenden Stellen {x,y) übereinstimmt mit der Gesammt- 
heit derjenigen Stellen {x,y), für welche der Werth einer der er- 
klärten Functionen w„(x,y) grosser iat, als eine von Null verschiedene 
positive, hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschränkung imterlie- 



Ist insbesondere die Function 21(3;, !/) eine analytischcFunction 
ihrer beiden Argumente, so ist auch die Gleichung der Begrenzimgs- 
linie des auf die angegebene Weise erklärten Bereiches, w^, {x, y) = b^, 
eine analytische Linie von endlieber Länge , welche , wenn einzelne 
Werthe der Grösse «„ ausgeschlossen werden, die Eigenschaft besitzt, 
dass für jeden Punkt derselben die Grösse — ~ einen endlichen be- 
stimmten Werth hat. 
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II. Wird dem Index m der Werth n beigelegt und das G-ebiet 
T' durch die Bedingung w^(x,}/)^e„ erklärt, so ergibt sich die 
Gleichung 

Da das Randintegral , dessen Werth f„ / -^ dl nicht grösser ist als 

(T-) 

i„Tr„„_„ für lime„ = ebenfalls den Grenzwerth Niill hat, so ergibt 
sich, weil beim TJebergange zur Grenze £„ = der Bereich T' in 
den Bereich T übergeht, die Gleichung 

(14.) w;„,. =f fp«..,Kä«iv =//[(-;v)" + (^)'] ""'y - ''-.•• 

T T 

Durch die vorstehende Gleichung ist zugleich der Nachweis er- 
bracht, dass das mit V^^ bezeichnete bestimmte Integral, dessen Ele- 
mente sämmtlioh positiv sind, die Eigenschaft besitzt, unbedingt con- 
vergent zu sein. 

Aus der unbedingten Convergenz der beiden , der getroffenen 
Festsetzung zufolge mit T^, „, und F, ^ au bezeichnenden bestimmten 
Integrale ergibt sich als Folge der Beziehungen 

dx dx 

I ~dy' '^ [ '^T \ dy J 'i-\ dy )' 

dass das mit V^, „ bezeichnete bestimmte Integral die Eigenschaft, 
unbedingt convergent zu sein, ebenfalls besitzt. 

ni. Wenn unter Beibehaltung der im Vorhergehenden unter II. 
angegebenen Erklärung des Bereiches T' für p ■ lo^ der Aasdruck 
— z/w,^^, gesetzt wird, so ergibt sich 






r 
(' C { dio ., dw div ,, dw \ ^ , 
J J ^ dx dx dl/ Oy J " 
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Da der Werth des llaiidintegrals 

welclipr iiiclit grö.ascr als e„W„^^ ist, .für lim£„-= ebenfalls den 
Grenz werth Null besitzt, so ergibt sich, weil für lim e„ ^ der Be- 
reich T' in den Bereich T übergebt, die Grleiclumg 

Den Erhläriingen der Grossen W^^, F,,, ^ zufolge ändert kcino 
dieser beiden Grössen bei der Vertauschung beider Indices ihren 
"Werth, es besteht daher die Gleichung 

(16.) TT^.,,,. = F;„^,,„ = 7„^,„+,. 

Andererseits hat in IFolge der Gleichung (15.) aucli die Grosse 
W,^_, ,,,j., den Werth F„,„^.i. Hieraus ergibt sich die Gleichung 



Durch Wiederholung der Schiusaweise, welche von der 
W,^^,, zu der Grösse W;„+.,,„„, geführt hat, ergibt sich die Gleichung 

(18.) W„,^„ = ^„,+,,„-, = "H^™«,„-. = ■ ■ ■ = TK,+.-,.^* = . - . = W,„^^^„. 

"Wird nun die Grösse "TT^^, „ zur Abkürzung mit "H^„^.„ bezeichnet, 
so ergibt sich 

(19.) TF^,, =: W,^^^, F„,^„ = W,„_,^, =^ Tf,.^,„.. 

Es bestehen also fiir jeden ganzzahligen Werth von h, welcher 
kleiner ist als n, die Gleichungen 

(20.) / pw^u\dxäy = / 1 2^w,w„-idxdp = W,,, 

C Cf'^ii, ötv div, diD \ ^ , 

T^ H :r^ --^ — - iaxdy = W^. 

dx dy dy J " " 



-ff(^ 
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15. 
Einführung der Constante c, 
Der bekannte Satz, dass die Discriminante einer definiten 
binären quadratischen I"orm stets einen positiven von Null ver- 
schiedenen Wertb besitzt, kann dazu angewendet werden, um eine 
Beziehung zwischen den absoluten Beträgen der über denselben Be- 
reich T auszudehnenden drei Doppelintegrale 



A = I I (p'dxdy , B = I I ^xäxdy , C ^ j j x^ äx 



d'j 



herzuleiten, eine Beziehung, deren Xemitniss für die folgende Ilnter- 
snchung von Wichtigkeit ist. 

Die Grössen tf),i bedeuten zwei reelle, füi' alle Stellen {x^y) des 
Bereiches T eindeutig erklärte Functionen der beiden Argumente ic, y, 
welche die Eigenschaft haben , erstens , dass die über den Bereich T 
ausgedehnten Doppelintegrale A, B , C unbedingt convergent sind, 
zweitens, dass der Quotient der beiden rimctionen ^ und % nicht einer 
Coastanten gleich ist. 

Unter den angegebenen Voraussetznngeii ist die binäx'c quadra- 
tische Form 



//' 



(a(p + ßxY äx dy = A- ß'+ 2B-aß+C- ß' 



eine dcfinite, weil das Doppelintegral, dessen Werth mit dem Werthe 
der quadratischen Eorin übereinstimmt, fiir kein von dem Werthe- 
paare cc = 0, ß = Q verschiedenes Paar reeller Werthe der Grrössen 
a, ß gleich Kuli wird. Hieraus ergibt sich also die Beziehung 

(21.) AG-B'-:^0 oder \B\<\/Ä-S/C. 

Wenn (p = sjp-vi^, X = V? ' *""+! gesetzt wird , so erhalten 
A,B,C beaiehlich die Werthe W^, TT,».,,, W,.^.,. Ks besteht dem- 
nach zwischen diesen drei Grössen die Beziehung 

(22.) ..»s-^.^n^ 

Durch eine ganz analoge Sclilussweise ergibt sich ans der Gleichung 

T 

= ll'..-'«'+2H'>.'«(ä+T»',.«'/'' 
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die Bezielning 

Diircli Verbindmig der beiden Beziehungen (22.) und (23.) er- 
gibt sieh 

W 

Wird nun der Werth des Quotienten -y ° mit c^ bezeicLnet, so 

wird jedem den angegebenen Bedingmigen genügenden Bereiche T 
eine unbegrenzte Anzahl beständig zunehmender Constanten c,, Oj, c^, 
■ ■ ■ c„ , ■ - - zugeordnet. 

Die obere Grenze dieser constanten Grössen, eine für den be- 
trachteten Bereich T in Bezug auf die zu Grunde gelegte positive 
Function p charakteristische Constante, möge mit c bezeichnet werden. 

Dasa die Grössen c^, c,, c^, ■ • ■ c^, • ■ ■ eine bestimmte endliche obere 
Grenze besitzen, kann folgendermaasen bewiesen werden. 

Es bezeichne ff den grössten unter allen denjenigen Werthen, 
welche die Function jp, innerhalb des Bereiches T annimmt. Unter 
dieser Voraussetzung erlangt keine der Functionen 

w^—gtc^, lu^—gto^, ■■■ if„— ^w„_i, ■■■ 
im Innern des Bereiches T einen positiven Werth, mithin haben die 
Grössen 

T 

negative Werthe, folglich ist jede der beiden Grossen c^^, c^^^, kleiner 
als die Grösse g. Hieraus ergibt sich aber, dass die obere Grenze c 
der Constanten e^, e^, c^, - ■ - c,^ , ■ - - einen endlichen Werth besitzt. 

16. 
Einführung der Grösse Q. 
Aas der im vorhergehenden Art. abgeleiteten Beziehung zwischen 
den Wertken der mit A, B, C bezeichneten drei Doppelintegrale er- 
gibt sich, wenn 
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, und der grösste Werth der Function p {x,y) mit P, der grösate 
Werth, den das Doppelintegral 



// 



G^{x,p; §, 7])dx^_ 



annehmen kann, mit il bezeiclmet wird, dass die durcli die Gleicliimg 
hestimmte Grösse — "- -^^- ^ stets kleiner ist ala die Grosse 



1 ./ Pfl" 

2m ' c. ,c. 



2re 
mithin für alle Werthe des Index n kleiner ist als die Grösse 

-g \/F£i , welche mit Q bezeichnet werden möge. 

Bezeichnet B den grössten unter allen denjenigen Werthen, welche 
die Grösse q = \/ix~S,Y+(y — tiy unter der Voraussetzung annimmt, 
dass jede Stelle {x,y) des Bereiches T mit jeder anderen Stelle (|, i?) 
dieses Bereiches combinirt wird, und wird mit ft. die Zahl der Blätter 
derjenigen Kiemannschen Fläche bezeichnet, welche den Bereich T 
geometrisch darstellt, so ergibt sich 

j, z^Q — H pO — 2n /^\ 

•^(^1 !/; Ij ^) <iog — , ß -Cft I / lög^ V~'J Q'^Q'^'^j 

J. = ff = 

17. 
Untersuchung derConvergenz der Reihe tv^+w,+ tv^-i- ■ • • 

Aus der in dem vorhergehenden Art, bewiesenen Eigenschaft der 
Grösse - - ' , für keinen Werth des Index n die Grösse ö zu über- 
schreiten , ergibt sich , dasa die Reihe 

(25.) tv--^w(x,y;t) = w„+w,{x,y)t+w^(x,y)f-\ w„(a;,j/)r+ ■■■ ininf. 

für alle Werthe der Grösse t, deren absohiter Betrag kleiner ist als 
■ — , unbedingt und zugleich für alle dem Bereiche T angehörende 
Stellen (x, y) in gleichem Grade convergirt. 

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aiis dem U^Htande, dass die 
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einzelnen Grlieder der angegebenen Reihe (25-) dem absoluten Betrage 
nach beziehlich kleiner sind als die Grlieder der Reihe 

Q (SlW„+ \JW,- 1 + \!W,- f + ■ ■ ■ + \j~W\^- ("4- ■ ■ ■) , 

während der Quotient zweier auf einander folgenden (ilieder dieser 
letzteren gleich V '"sn-i "^s^. ' ^ ^^^' '^^^ Grrenzwerth dieses Quotienten für 
' lim II. = CO also den Werth c • t hat. 

Mittelst der rormel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn an die 
Stelle der Function /"(l,»)) der Ausdruck tpiXjVijwiljVDt) gesetzt 
wird , dass die Function w =^ iv(x,y; t) für alle Werthe der Grösse 
t, welche kleiner als — sind, in dem früher angegebenen Sinuc die 
partielle BifFereutialgleichimg ziw + tp-io = befriedigt. 

Hieraus folg-t, dass, wenn die Grösse c kleiner als 1 ist, die 
im Art, 9 aufgestellte Frage in bejahendem Sinne zu beantworten ist, 
weil in diesem Taue der Grösse t der Werth 1 beigelegt werden kann. 



U n t c r s u c b u )i g der C o u v e r g e n z einiger unendlicher 
Proclucte. 

Aus der im Art. 16 bewiesenen Eigenschaft der Grösse — =^=-, 

V ^!» 

für jeden Werth des Index n kleiner zu bleiben, als eine bestimmte 
endliche Grösse Q, ergibt sich ferner, wenn in der Gleichi^ng 



fß 



— —'i^ — " dx äy = 



der eine der beiden Factoren ■- , " des unter dem Intogi^alzeichen 
stehenden Ausdruckes durch i^^ ersetzt wird, dass die Beziehung besteht 



/A 



— z^^- dxdv > 1. 



Hieraus folgt, dass die Grösse 

für jeden Werth des Index n grösser ist als die Grösse -yr-, und dj 
W ^ 1 

-^rn^ für jeden Werth des Index n grösser ist als -^. 
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Da die Grössie ',,,"- den "VVcrtli 






besitzt, welcher beständig abnimmt , wenn der Index n zmiimmt, mid 
da diese Grösse beständig grösser ist als die von dem Werthe des 

1 W^ 

Index n nicht abhängende Grösse -^, so besitzt die Grösse ^j~ fiir 



limra = cx! einen bestimmten endlichen vonNnll verschiedenen G-renz- 
werth, mit anderen Worten, das unendliche Product 

dessen Factoren sämmtlich kleiner sind als die Einheit, ist unbedingt 
convergent. 

Hieraus folgt unter Berücksichtigimg der Beziehung 

— ^— <^^-<l, 

dass auch das unendliche Product IT (~^ ) unbedingt convergent ist. 
Die Factoren des letzteren unendlichen Productes können nnn in 
der "Weise in unendlich viele Gruppen von je unendlich vielen Tae- 
toren zusammengefasst werden, 

u(^)= ^■^■^■^■^... 

^f^a»-^ '^■i '^i "b ^le f^sa 

C. C, C„ C,. 

X_5 « iL._ai_, . . 

Cj C,j Cj, Cjj 

<;,„ Cj„ Cj„ 
dass sich die Gleichung 
ergibt. Es ist also auch das unendliche Product 

n..(^) 
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iinbediiigt convergent ; folglich besitzt, da 



ist, das ttnendliclie Produet n,A~^) f^i^^elbe Eigenschaft. 

Hieraiis ergibt sich aber die unbedingte Convergenz des uneiid- 
Iiohen Productes 



Einführung der l'nnctionen 1d„ und der Grossen 2S„,. 
Der Fall c = 1. 
Wenn die Functionen tD„ und die G-rössen SS„, durch die Grleichtmgen 
= c^K^, W,„ ^ c"2Ök erklärt werden, so bestehen die Gleichungen 



In Folge der unbedingten Convergenz des unendlichen Productes 
X\ {-^J nähert sich der Werth der Grosse 3B^, für i\nbegrenzt wach- 
sende Werthe des Index m beständig abnehmend einem bestimmten 
von Null verschiedenen Grenzwerthe , welcher mit SB bezeichnet 
werden soU. 

Es ergibt sich 
f fp-K^icdi/ = 3B„, I fp-xo,„\o„dxdy = 2il,„^, w.^<:Q^m^. 

T T 

Aus der Gleichung 



ff- 



wird zunächst gefolgert, dass der "Wcrth des auf der linken Seite 
dieser Gleicbnng stehenden Boppelintegrales für jeden beliebig grossen 
positiven ganzzahligen Werth der Grösse h imendlich klein wird für 
unendlich grosse Werthe des Index n. Folglich wird auch das 
Doppelintegral 



fß 



lf (w„ — ln„^.j, y dx dy, 
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dessen Werth kleiner ist als P(2S^-23S,„^+SÖ^+,0 ^ ?„, füi- un- 
endlich grosse Werthe des Index n unendlich Hein. Hieraus ergibt 
sich als eine Folge der Gleichung 

T 

bei Anwendung des im Art. 15 bewiesenen Hülfssatzes. dass 

1 ,/7^ 



i to.,+i(^, ;/)-w„+H-,('^'^) ' < 



2xö 



Also wird der absolute Betrag der Diffei'enz 

wenn h eine beliebig grosse positive ganze Zahl bezeichnet, für un- 
endlich grosse Werthe des Index n tiir alle dem Bereiche T ange- 
hörenden Stellen («,!/) in gleichem Grade unendlich klein. 

Hieraus ergibt sich aber, dass die Functionen to^[!e,y) für unend- 
lich grosse Werthe des Index w gegen eine bestimmte Grenzfunction 
convergiren, welche mit tD = Hj(a:, ?/) bezeichnet werden soU. 

Diese Grenzfunction iü genügt in dem früher angegebenen Sinne 
für den Bereich T der partiellen Differentialgleichung -dtö -^ — p ■ lü = 
und nimmt längs der ganzen Begrenznng 5es Bereiches T den Werth 
Null an. 

Es ist hiermit der Satz bewiesen; Wenn die bei Zugrundelegung 
der Function p für den betrachteten Bereich T sich ergebende Con- 
stante c den Werth 1 besitzt, so gibt es stets eine Function tu, welche 
für den Bereich T der partiellen Differentialgleichung ^iD-\-p-K = 
genügt, welche längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T den 
Werth Null, im Innern desselben aber nur positive Werthe annnomt. 

20. 



Es bezeichne u = u(x,i/) eine stetige, für alle dem Beieiche T 
angehörenden Stellen (x,y) eindeutig erkläi'te Ftinction der beiden 
Argumente x,y, welche, ohne beständig gleich Null zu sein, längs, der 
ganzen Begrenzung des betrachteten Bereiches den Werth Null an- 
nimmt und für welche das über den Bereich T ausgedehnte Doppel- 
integral 

Schwira, Goaamniolts AWiM^lungen. L 17 
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T 

eine bestimmte Bedeutung bat. 

Wenn die Wertbe der beiden Doppelintegrale 

ffp-u-d^i,j u.dy/[(|i)'+(|-)"]ärfj, 

T T 

zur Abkürzung beziehlich mit JJu) und J,(m) bezeichnet werden und 
mit Wf unter der Voraussetzung, dass der Grösse t ein positiver Werth 
beigelegt wird, welcher kleiner ist als — , die im Art. 17 (25.) er- 
klärte Function w{x,y; t) bezeichnet wird , so besteht die Gleichung 

T 

welche sich aus der Identität 

,^r, ^ /" ö»( Y / ÖM V , „ / dti u dw Y , {du u dw V 

dx Kv! dx y öy \tv dy / w ^ ^ ' 

durch Integration ergibt. 

Der Grleichung (26.) zufolge ist der Werth des Quotienten - ^ , [ 
für jede den angegebenen Bedingungen genügende Function u grösser 
als die Grösse t. Hieraus ergibt sich zunächst der Satz: Unter den- 
jenigen Werthen, welche der Quotient -^4-r unter den angegebenen 
Bedingungen annehmen kann, gibt es keinen Werth, welcher kleiner 

als — ist. 
e 

Bezeichnet 10 = \o{x,y) die im Art. 19 erklärte Fituction, so er- 
gibt sich in Folge der Identität 

(-) (S"-(f)"4^»' = 

durch ein Verfahren , welches dem im Art. 14 dargelegten Schlnss- 
yerfahren analog ist, die &leichung 
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Hieraus folgt: Der Werth der Grösse — ist der kleinste unter 
inigen "Werthen , welche der Quotient J, { unter den angege- 
benen Bedingungen annehmen kann. 

Bei gewissen auf den betrachteten Bereich T sich beziehenden 
Problemen der Variationsrechnung führt die Untersuchung der In Be- 
tracht kommenden zweiten Variation zu der Frage, ob ein über diesen 
Bereich auszudehnendes Doppelintegral 

für alle, den angegebenen Bedingungen genügenden Functionen u nur 
positive Werthe annimmt, oder ob es auch solche Functionen u gibt, 
fiir welche dieses Integral den Werth Nnil oder negative Werthe 
annimmt. 

Diese Frage kann , wenn die Function p den im Art. 9 angege- 
benen Bedingungen genügt, nach dem Ergebnisse der vorstehenden 
Untersuchung wie folgt beantwortet werden. 

I. Wenn die bei Zugrundelegung der Function p für den be- 
trachteten Bereich sieh ergebende Constante c kleiner ist als 1, so 
nimmt das Doppelintegral J{u) für alle Functionen, welche den an- 
gegebenen Bedingungen genügen, positive Werthe an, 

II. Wenn diese Constante den Werth 1 besitzt, so nimmt das 
Doppelintegral J(u) ausser positiven Werthen auch den Werth Null, 
aber keinen negativen Werth an, 

III. Wenn die Constante c grösser als 1 ist, so nimmt das 
Doppeiintegral J{u) ausser positiven Werthen und dem Werthe Null 
auch negative Werthe an. 

Es bezeichne v ^ v(x,y) ein für alle Stollen (x,y) des Bereiches 
T eindeutig erklärtes, den im Art. 9 angegebenen Bedingungen ge- 
nügendes particuläres Integral der partiellen Differentialgleichung 
Jv+p-v = 0. 

Bezeichnet a eine reelle Constante, so ergibt sich 

j(,+,„)_j(„) = ,-j(„). 

Hieraus folgt, dass die Grösse J(v) bleiner ist als jede der Grössen 
/(«i + su), wenn c ■< 1 ist. Ist c == 1, so besteht für alle Werthe von 
s die Gleichung Jiv +s'm) = Jiv). Ist endlich o 1, so gibt es unter 

17* 
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den Werthen , ^ welche die Grösse J(v + bu) annehmen kaun, sowohl 
solche, welche grösser sind als J{v), als auch solche, die kleiner sind 
als J(v). 

21. 

Stetige Aenderung des Werthes der Constante c 
bei stetiger Verkleinerung des Bereiches T. 

Mit T nnd T' mögen zwei den angegebenen Bedingungen genü- 
gende Bereiche bezeichnet werden, welche zu einander in der Bezie- 
hung stehen, dass der Bereich T den Bereich T' als Theil enthält. 
Derjenige Bereich, welcher sich ergibt, wenn aus dem Bereiche T alle 
Stellen ausgeschieden werden, welche dem Innern des Bereiches T' 
angehören, möge mit T", die den beiden Bereichen T' und T" gemein- 
same Begrenzungslinie möge mit (T') bezeichnet werden. 

Es seien c und c' die unter Zugrundelegung der Function p für 
die beiden Bereiche T und T' sich ergebenden charakteristischen Con- 
stanten. 

Bezeichnet ü = B (a:, y) eine Function, welche für den Bereich T' 
dieselbe Bedeutung hat, wie nach dem Inhalte des Art. 19 die Func- 
tion tu für den Bereich T, und wird festgesetzt, dass der Function 
tl(a:,p) für die dem Bereiche T" angehörenden Stellen (a^, j/) derWerth 
Null beigelegt werden soll, so ergibt sich die Gleichung 

in welcher die Function u die im Art, 20 erklärte Bedeutnug liat. 

Bezeichnet jetzt dl die Länge eines Elementes der den Bereichen 
T' und T" gemeinsamen Begrenzungslinie (T') , -k- die in der Rich- 
tung der Normale dieses Elementes genommene partielle Ableitung, 
wobei diejenige Richtung dieser Normale als positiv betrachtet wird, 
welche in das Innere des Bereiches T' führt, so ergibt sieh 



■^)--'^'f''^älw[jAu)-^J.(u)\. 



Die Function u kann , weil die partielLe Ableitung -g^- weder 
längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T', noch längs eines 
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Theiles derselben den "Werth Null annimmt, stets so gewählt werden, 
dass das Integral / u — dl einen von NuU verschiedenen Werth erhält. 

|T') 

Hieraus ergibt sich, dass die Grösse 

J.(0+£M)— ^j;(D + fiM) 

bei passender Wahl der Griösse s und der Function u auch nega- 
tive Werthe annimmt; der Quotient ^^7 { nimmt demnach auch 

solche Werthe an, die kleiner sind als die Grösse —r; also ist die 



, mithin c grösser als c'. 

Hieraus folgt: wenn der Bereich T' ein Theil des Bereiches T 
ist, so ist die unter Zugrundelegung der betrachteten Function p für 
den Bereich T' sich ergebende Constante c' kleiner als die unter 
Zugrundelegung dieser Function für den Bereich T sich ergebende 
Constante c. 

Es soll nun bewiesen werden, dass hei einer stetigen Verkleine- 
mng des Bereiches T der Werth der Constante c sieh ebenfalls stetig 
ändert, 

Für den Bereich T denke man sich die im Art. 19 erklärte 
Function tu = lo(a!,J/) bestimmt, welche, wenn die Grösse — mit i 
bezeichnet wird, im angegebenen Sinne der partiellen Differential- 
gleichung z/lD +tp-to = genügt und längs der ganzen Begrenzung 
des Bereiches T den Werth Null annimmt. Es werde nun, wenn s 
eine von Null verschiedene positive Grösse bezeichnet, deren Kleinheit 
keiner Beschränkung unterKegt, derjenige Theil des Bereiches T, für 
welchen ttJ (x, y)^e ist, mit T' bezeichnet. Dieselbe Bedeutung, welche 
die Functionen w„ = tß^{x,y) und die Grössen W^,c^,c für den Be- 
reich T besitzen, möge den Functionen v^^v„{x,y) nnd den Grossen 
^»1 K' ^ ^^ ^'^'^ Bereich T' zukommen. 

Für alle dem Bereiche T' angehörenden Stelleu {x^ y) gilt, da die 
Function m für keine dieser Stellen den Werth Null annimmt, dem 
Inhalte des Art. 17 zufolge die Gleichung 

tu = e(v„+vJ + v^f+v,i'-\----), 
aus welcher sich durch Integration ergibt 

fproäxdy = E{V^^y^t-^V,f+V,f^---) = 



ff- 
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Wenn SB' den "Werth des Doppelintegrals auf der linken 
dieser Gleichung tezeiclinet, so ergibt sich, weil jede der 

kleiner als c' und die Grösse c't = — kleiner als 1 ist, 
c 

" 1— c f 

Da lim SB' für lim e := von Null verschieden ist, so folgt, daas 
die Grösse c — c' für unendlich kleine Werthe von s ebenfalls imead- 
lieh klein wird. 

Bezeichnet nun T* einen beliebigen Bereich, welcher den Bereich 
T' als Theil enthält und selbst wieder ein Theil des Bereiches T ist, 
und bezeichnet c* den Werth der diesem Bereiche in Bezug auf die 
Function p entsprechenden charakteristischen Constante, so ergibt 
sich aus zweimaliger Anwendung des zu Anfang dieses Art. bewie- 
senen Satzes, dass zwischen den Wcrthen der drei Constanten c', c*, c 
die Beziehung d <zc* -^c besteht. 

Hiermit ist der Satz bewiesen : 

Bei jeder stetigen Verkleinerung des Bereiches T ändert sich der 
Werth der diesem Bereiche in Bezug auf die Function p entsprechenden 
charakteristischen Constante c ebenfalls stetig. 



Anwendung auf den Fallit = 



{X+x'+fy 



Wenn die Function )) durch die Gleichung p = -r: „-; — ^r; be- 

stimmt und x + yi = s, x—yi = s, , v> ^ lii gesetzt wird, so geht 
die partielle Differentialgleichung /liv +p -to = Q über in 



dsds, "^(l+ss.; 



= 0, 



deren allgemeines Integral, wenn mit G{s), (?,(«,) zwei Functionen 
der beiden complexen Grössen s , s, bezeichnet werden , durch die 
Gleichung 

* = e'(») + e;(».)-y^[s,e(»)+sff,(«.)] 

gegeben wird. 

Wird die Bedingung gestellt, dass jedem Paare conjugirter 
Werthe s, s, ein reeller Werth der Grösse ip entsprechen soll, so rausa 
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die I'nnction Gi(s,) mit der zu der Function &{s) gehörenden eonju- 
girten runction des conjugirten complexen Argnmeiites übereinstimmen. 
Die Form der betrachteten partiellen Differentialgleichung bleibt 
ungeändert, wenn auf dieselbe die gleichzeitigen Substitutionen 



b^s'-\- a,' ' bs[ + a 

angewendet werden. Hierbei bezeichnen s', s[ zwei complexe ver- 
änderliche , a , ßj , 6 , 6, vier reelle oder complexe constante Grössen, 
welche letzteren der Bedingung unterworfen sind, dass die aus den- 
selben gebildete Grosse aa^^+ib, nicht gleich Null sein darf. Damit 
jedem Paare eonjngirter Werthe der Grössen s , s, ein Paar conju- 
girter Werthe der Grössen s',s[ entspreche, sind den Grössen a,fli; 
b, by zwei Paare eonjngirter Werthe beizulegen. 
Durch die Gleichungen 

wird ein eindeutiges Entsprechen zwischen den Punkten der x y-Ebono 
und den Punkten der Kugelfläche X''+r'+^ = 1 vermittelt. Es 
entspricht daher jedem der betrachteten Bereiche T ein gewisser 
sphärischer Bereich, welcher das sphärische Bild desselben ge- 
nannt werden kann. 

Durch die angegebenen Substitutionen wird in Polge der Gleichung 

Msds, Aäs'ds[ 

dX-+äY-+dZ- _ -jj^-^ = y^T^^ 

nur die Lage , nicht die Gestalt dieses sphärischen Bildes verändert. 

Der Gesammtheit aller gleichzeitigen Substitutionen (s,s'), (s„s[) 
entspricht imter den bezüglich der Grössen a, ß„ b, b^ gestellten Be- 
dingungen die Gesammtheit aller Drehungen der Kugelfläche 
X'+Y'-i-Z' = 1. 

Bei Zugrundelegung der im Vorstehenden bezüglich der Eunction 
p gemachten Annahme ist es daher möglich, von der über der xy- 
Ebene ausgebreiteten Riemannsehen EläcLe, durch welche der Be- 
reich T geometrisch dargestellt wird, zu dem sphärischen Bilde der- 
selben überzugehen und die Ergebnisse der im Vorhergehenden ange- 
stellten Untersuchungen, insbesondere die aus dem Werthe der Grosse 
c zu ziehenden Schlussfolgerungen auf das sphärische Bild zu über- 
tragen. 
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Durch Einfiihning der Grösseii s , s, als imabhängiger Variablen 
erhält die partielle Differentialgleichung der Kngelfiuictionen n**" 
Hanges die Gestalt 

dsds, "*" (1 + ,>**■,)' 
Hieraus folgt, dass jede der partiellen Differentialgleichung 

dsds, (l+ssj^ 
genügende Function eine Kugelfunctiou ersten Ranges ist. 

Durch Specialiainmg der Function G(s) kann man luiendlich viele 
apecielle sphärische Bereiche erhalten, von welchen jeder einzelne so 
beschaffen ist , dass eine bestimmte Kugelfunction ersten Ranges für 
diesen Bereich den im Art. 8 unter II. angegebenen Bedingungen 



? der Function p = -j^ — —,- — -jrr hat die Con- 
staute c für alle diese Bereiche den Werth 1. 



Wenn G{s) = ^s gesetzt wird, so ergibt sich i/i = 



c-r 



1+x^+y'' 

Dem Bereiche ^ ^ entspricht in diesem Falle die Fläche einer 
Halbkugel. 

Nach dem Inhalte des Art. 21 folgt hieraus, dass für jeden Be- 
reich T', dessen sphärisches Bild ein Theil einer Halbkngelfläche 
ist, der Werth der charakteristischen Constante c' kleiner als 1 ist. 

Wenn der Werth der unter Zugrundelegung der Function 

n = — , „ T^T- für einen Bereich T sich ergebenden Constante c 

grösser als 1 ist, so ist es anf unendlich mannigfaltige Weise mög- 
lich, einen Theil T'. dieses Bereiches so abzugrenzen, dass das sphä- 
rische Bild desselben ein Theil einer Halbkugelfläche ist, dass also 
die dem abgegrenzten Bereiche T' entsprechende charakteristische 
Constante c' kleiner als 1 ist. 

Ebenso ist es auf unendlich mannigfaltige Weise möglich, eine 
von einem Parameter abhängende, die beiden Bereiche T und T' ent- 
haltende Sc haar von Bereichen zu construiren, so dass für je zwei 
unendKch benachbarte Bereiche dieser Sehaar die Voraussetzungen des 
im vorhergehenden Art. bewiesenen Lehrsatzes erfüllt sind. 

Bezeichnet T* einen beKebigen Bereich dieser Schaar und c* die 
Bereiche in Bezug auf die Function p = -n-. — st — jsT ent- 
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', Conatante , so folgt, dass die GrrÖsae c* jeden zwischen 
c' und c liegenden Werth annimmt. 

Es ist also der Satz bewiesen ; "Wenn die bei Zugrundelegung der 

Function v = -7^ ^, — vtv ftir einen bestimmten Bereich T sich er- 

gebende charakteristische Conatante c grösser als 1 ist, so ist es auf 
unendlich mannigfaltige Weise möglich , von diesem Bereiche einen 
Theilbereich T* abzugrenzen , für welchen die unter Zugrundelegung 
derselben Function p sich ergebende Constante c* den Werth 1 besitzt. 

In Hinblick auf den im Art. 19 bewiesenen Lehrsatz ist somit 
der Nachweis geliefert, dass die im Art. 8 betrachteten drei Fälle 
die Gesammtheit aller Fälle erschöpfen, welche in Bezug auf die Ent- 
scheidung der gestellten Erage eintreten kömien. 



Schluss. 
Einige den Grcnzfall betreffende Bemerkungen. 

23. 
Den Bedingungen des Grenzfalles entsprechende Mi- 
nimalflächenstücke, für welche die Eigenschaft des 
Minimums im gewöhnlichen Sinne zu bestehen aufhört. 
Verallgemeinerung des von Herrn LiildelÖf zuerst unter- 
suchten speeiellen Falles. 

Wenn für ein Min imalfiächen stück M der im Art, 8 unter 11. an- 
geführte Grenzfall eintritt , so kann die Erage aufgeworfen werden, 
ob, beziehungsweise in welchem Sinne für dieses Flächenstück unter 
der Voraussetzung , dass die Begrenzungslinie desselben unverändert 
gelassen wird, ein Minimum des Flächeninhalts eintritt. 

Zur Beantwortung dieser Frage kann man sieh der Gleichung 
(5.) des Art. 2 rnid der Formeln des Art. 7 bedienen. 

Unter Wiederaufhebung der Bedingung, dass die Function ^ auch 
längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T nur von Null verschie- 
dene Werthe annehmen soll, möge in den Formeln des Art. 7 für die 
Function jp das den Bedingungen des erwähnten Grenzfallea genügende 
particuläre Integral der partiellen Differentialgleichung 
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gesetzt werden. Die Veränderlichkeit der Grössen |, »j werde auf den 
Bereich T , die Veränderlichkeit des Parameters £ auf solche Werthe 
heschränkt, deren absoluter Betrag eine gewisse von Null verschiedene 
positive Grrösse s' nicht überschreitet. 

Für jeden hinreichend kleinen Werth der Grösse e' stellen unter 
den angegebenen Voraussetzungen die Gleichungen 

x' = x + sdx, y' =' y + sSy, s' = ^ + sds, 

wenn x, y', s' die rechtwinkligen Coordicaten eines Punktes bedeuten, 
eine Schaar von Mininialflächenstücken dar, welche so beschaffen ist, 
dass fiir je zwei unendlich benachbarte MinimalfläcLenstücke dieser 
Schaar die im Art. 1 angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 

Die Gesammtbeit derjenigen Tangentialebenen des Minimalflächen- 
stückes M, deren Berührungspunkte der Randlinie dieses Flächen- 
stückes angehören, umhüllt allgemein zn reden eine gewisse ab- 
wickelbare geradlinige Fläche, welche mit 'ä> bezeichnet werden 
möge. Die erzeugenden Geraden dieser Fläche fallen mit den den 
Tangenten der Randlinie des Flächenstückes M im Dupinschen Sinne 
conjugirten Tangenten dieses Flächenstückes zusammen. Für 
jeden Pimkt der Randlinie ist die letztere Tangente, mithin axich die 
durch diesen Punkt hindurchgehende geradlinige Erzeugende der 
Fläche 4», der Strecke mit den Coordinaten da;, Sy^ 8z parallel. 

In Folge der Gleichungen 

Xäx -f- Ydy +Zd0 = 0, XMx + YdSy +ZdSs = 0, XSx + Yäy +Zdg = 0, 

von denen die beiden ersten für alle Stelion (S,i;) des Bereiches T 
erfüllt sind, während die dritte nur längs der Begrenzung desselben 
Geltung hat, ist die abwickelbare Fläche $ eine einhüllende 
Fläche der betrachteten Schaar von Minimalüächen. 

Die Gesaramtheit aUer Pirnkte der Fläche $ , welche den dem 
Intervalle — s'^e^*' angehörenden Werthen des Parameters s ent- 
sprechen, bildet allgemein zu reden eine endliche Anzahl gürtelför- 
miger Flächenstreifen T, von welchen jeder aus einer endlichen An- 
zahl von Stücken analytischer Flächen besteht. 

Die Gesammtheit der Flaehenstreifen P und die den Werthen 
B ^ —e\ e = s' entsprechenden Minimalflächenstücke der betrach- 
teten Schaar bilden zusammengenommen die vollständige Begrenzung 
eines ganz im Endlichen liegenden Theiles des Raumes , welcher mit 
E bezeichnet werden möge. 
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In Folge der GrleicliuDg (5.) des Art. 2 gilt folgender Satz : Jedes 
zusammenh äugende , aus einer endlichen Anzahl von Stücken analyti- 
scher Flächen gebildete Fläohenstück F , dessen vollständige Begren- 
zung mit der Begrenzung des MinimalfläcKenstüekea M zusammenfällt, 
imd dessen innere Punkte sämmtlich dem Innern des Raiimes R 
angehören, hat grösseren Flächeninhalt, als das Minimalilächen- 
atück M. 

Die Geltung des vorstehenden Satzes erstreckt sich niolit ohne 
"Weiteres auch auf solche Flächenstiicke, welche zwar aus dem Räume 
R nicht heraustreten, jedoch mit den der Begrenzung desselben ange- 
hörenden Theüen der Flache $ Flächenstreifen von endlicher Aus- 
dehnung gemeinsam haten. 

Es kann nämlich der Fall eintreten, dass für ein den Bedingungen 
des Grrenzfalles genügendes Minimalflächenstück M der reeEe Theil 
der complexcn Grösse -^-r-r ( -^ ) längs der ganzen Begrenzung des 
Bereiches T dasselbe Vorzeichen besitzt. Wenn diese Bedingung er- 
füllt ist, so liegen alle Theile der Fläche #, aus denen die Ftächen- 
streifen V bestehen, auf derselben Seite des Mininialflächenstückes 
M, und es gibt unendKch viele aus dem Räume R nicht heraustretende, 
im Uebrigen den gestellten Bedingungen genügende Flächenstücke F , 
deren Flächeninhalt mit dem Flächeninhalte des Minimalflächenstückes 
M der Grösse nach übereinstimmt. 

Jedes dieser Fläehenstüeke F* besteht aus einem Minimalflächen- 
stücke M* der betrachteten Schaar und einer endlichen Anzahl gürtel- 
förmiger Flächenstreifen J"*, welche Theile der Begrenzungsfläche des 
Raumes R sind, und durch welche die Begrenzungslinie des Minimal- 
flächenstückes M* mit der Begrenzungslinie des Minimalflächenstückes 
M in Verbindung gebracht wird. Hierbei hat der zu dem Minimal- 
flächenstücke M* gehörende Werth e* des Parameters e dasselbe Vor- 
zeichen, wie der reelle Theil der complexen Grösse -~-r-^ ( -3-") längs 
der Begrenzung des Bereiches T. 

Da die mittlere Krümmung der die Flächenstreifen F bildenden 
Flächenstücke einen von Null verschiedenen Werth hat , so ist es 
möglieh , durch solche Variationen dieser Flächenstücke , welche die 
Begrenzung derselben unverändert lassen , den Flächeninhalt der- 
selben zu verkleinern. In dem betrachteten Falle gibt es also 
unendlich viele, zusammenhängende, dem Minimalflächenstücke M un- 
endlich benachbarte, von derselben Randlinie begrenzte Fläehenstüeke, 
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welclie kleineren Flächeninhalt besitzen als das Miiiimalfläehcn- 
stück M, 

Die beste Veranschaiüichiing der vorstehenden Betrachtungen ge- 
währt der von Herrn Lindelöf in seinem Lehrtuche der Variations- 
rechnung*) behandelte nnd durch Figuren erläuterte specielle Fall 
eines von zwei ParaUelkreisen begrenzten zweifach zusajmnenhängendcn 
Theües eines Catenoida. 

Dieser mit den Hiilfsmitteln der Variationsrechming zuerst von 
Herrn Lindelöf untersuchte classische specielle Fall entspricht, 
wenn mit C eine reelle Constante bezeichnet wird, den Annahmen 

Der Bereich T ist in diesem Falle ein zweifach zusammenhän- 
gendes von zwei eoncentrischen Kreisen begrenztes Ringgebiet; die 
Fläche * wird von den Mantelflächen zweier Rotationstegel gebildet, 
deren Mittelpunkte und deren Axen zusammenfallen. 

Es bietet keine Schwierigkeit, für passend gewählte Theile solcher 
Minimalflächen , welche von einer Sohaar von Kegelflächen zweiten 
Grades eingehüllt werden**), eine analoge Untersuchung durchzu- 
führen. An die Stelle der beiden Rotationskegel treten hierbei zwei 
Kegel zweiten Grades, welche eine gemeinschaftliche Haiiptebene 
besitzen luid von denselben beiden Schaaren paralleler Ebenen in 
Kreisen geschnitten werden. 

24. 
Den Bedingungen des Grenzfalles entsprechende Mini- 
malflächenstücke, für welche die Eigenschaft des Mi- 
nimums uneingeschränkt bestehen bleibt. 
Einem Mjnimalflachenstücke M , welches der im Art. 8 unter 11. 
angegebenen Bedingung genügt, kann dessenungeachtet die Eigenschaft 
zukommen, kleineren Flächeninhalt zu besitzen, als alle anderen 
Flächenstücke , deren voltständige Begrenzung mit der 
dieses Minimalflächenstückes übereinstimmt. 



*) Legons de calcul des variations, par L. Lindelüf, Paris 1861, p. 204—214. 
Vergl. auch die Abhandlung : Sur lea limites entre lesquelles le catenoide est mie 
aurface minima. Fat L, Lindelöf- Acta societatis ecieatiarum Fennicae, tontusIX., 
Helsingfors 1871. (Matliematisclie Annalen, Band II, Seite 160.) 
**) Siehe S. 190-204 dieses Bandes. 
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Es wird hierbei als selbstverständHcli betrachtet , was übrigens 
auch bisher stillschweigend als selbstverständlich betrachtet worden 
ist, dass mit dem Minimalilächenstücke M nur solche Flächenstücke 
verglichen werden, welche ohne Aufhebung des Zusammenhanges ihrer 
Theile und bei ungeandert gelassener Begrenzung durch continuirliche 
Variationen in das Minimalflächenstiick M übergeführt werden können. 

Beispiele solcher Minimalilächenstücke, welchen in dem angege- 
benen Sinne ein Minimum des Flächeninhalts zukommt, ergeben sich, 
wenn unter der Voraussetzung, dass A eine positive eonstante Grösse 
bezeichnet, welche kleiner als 1 ist, 

SW - ■^. ew - -Hs'-s-') 

gesetzt wird.*) 

Durch diese Angaben wird für jeden Werth der Constantc l ein 
einfach zusammenhängendes Fläcbenstück , ein von zwei geraden 
Strecken und von zwei Schraubenlinien begrenzter Theil einer 
Schranbenfläehe der G-estalt nach bestimmt, für welchen bei un- 
verändert gelassener Begrenziing die zweite Variation des Eläcben- 
inhalts zwar den Werth Null, aber nicht negative "Werthe an- 
nehmen kann. 

Jeder der vier Theile, aus denen die Begrenzung eines solchen 
MinimaLflächenatückes besteht, ist eine Asymptotenlinie desselben. Die 
Mäche ^ besteht aus zwei singularen Geraden und zwei abwickelbaren 
Schraubenilächen , deren Eückkehrkanten die der Begrenzung des Mi- 
ninialflächenstückes angehörenden Schraubenlinien sind. 



Die vorstehende Abhandlung hat während eines Ferienaufenthaltes 
des Verfassers in dem gastlichen Finnland die Form erhalten , in 
welcher dieselbe vorliegt. 

Der finnländischen Gesellschaft der Wissenschaften spreche ich 
für die Auszeichnung, welche sie dieser Arbeit durch Aufnahme der- 
selben in ihre Ä.cta hat zu Theil werden lassen, den gebührenden 
Dank aus. 



*) Siehe S. 161 und 162 dieses Bandes. 
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lieber specielle zweifach zusammenhäng'ende 
Flächenstiicke , welche kleineren Flächen- 
inhalt besitzen, als alle benachbarten, von 
denselben Randlinien begrenzten Flächenstücke. 



Laftan a GStting 



Die im Jahre 1761 von Lag ränge gestellte Aufgabe, unter allen 
von derselben Eandlinie begrenzten Fläolien diejenige zu bestimmen, 
welche den kleinsten Flächeninhalt besitzt, hat zu einer grossen Zahl 
von Uotersnchungen Veranlassung gegeben. 

Den ersten Schritt zur Lösimg der genannten Aufgabe hat La- 
grange selbst gethan, indem er mit Hülfe der von ihm begründeten 
Variationsrechnung feststellte , dass die gesuchte Fläche einer be- 
stimmten partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen muaa, 

Wie Meusnier bemerkte, ist diese Differentialgleichung analy- 
tischer Ausdruck der Bedingung, dass die mittlere Krümmung 
der zu bestimmenden Fläche m jedem Funkte derselben den Werth 
NuU haben muss. 

Dem Spraohgehrauche, mit dem Worte Itinimalfläche eine 
krumme Fläche zu bezeichnen , deren mittlere Krümmung in jedem 
ihrer Punkte gleich Hall ist, schliesse ich mich an. 

Das von Lagrange gefundene Resultat hat viele Jahre später 
durch die Abhandlung „Principia generalia theoriae figurae fluidorum 
in statu aequilibrii", welche Gauss im Jahre 1829 der hiesigen Gre- 
sellschaft der Wissenschaften vorgelegt hat, eine wesentliche Vervoll- 
ständigung erfahren. In dieser Abhandlung hat Graus s zum ersten 
Male Variationen von DoppelintegTalen, bei denen auch die Grenzen 
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als veränderlich angesehen werden, in Betracht gezogen, hierdureli für 
die Untersuchungen über Minimalflächen ein höchst wichtiges , «nent- 
behrliches Hülfsmittel geschaifen und alle , die Flächen kleinsten 
Flächeninhalts betreffenden Fragen, deren Beantwortung nur dieTJnter- 
auchung der ersten Variation des Flächeninhalts erfordert, voll- 
ständig erledigt. 

Mit der allgemeinen Integration der von Lagrange aufgestellten 
partiellen Differentialgleichung der Minimalfläcien sowie mit der Auf- 
flndung allgemeiner Eigenschaften dieser Flächen haben sich viele 
Mathematiker beschäftigt; in Frankreich und Belgien Monge, Le- 
gendre, Ch. Dupin, M. Roberts, 0. Bonnet, E. Laraarie, in 
Italien Brioschi, Beltrami, Dini, in Schweden und Norwegen 
E. Gr. Björling, S. Lie, in Deutschland Minding, "Weingarten, 
"Weierstrass, Eiemann. 

Die beiden letztgenannten Mathematiker haben auch die Aufgabe 
behandelt, ein Minimalflächenstück zu bestimmen, dessen Begrenzung 
von einer vorgeschriebenen, aus geradlinigen Strecken bestehenden 
Eandlinie gebildet wird. Für eine Reihe specieller Fälle habe ich 
diese Aufgabe voUständig durchgeführt , auch einige Fälle behandelt, 
in welchen die Begrenzung des zu bestimmenden Minimalflächenstückes 
nur zum Theü von gegebenen geradlinigen Strecken , zum andern 
Theüe aber von Curvenstrecken gebildet wird, welche der Bedingung 
unterworfen werden, in gegebenen Ebenen zu liegen. 

Von den Sehriftstellem , welche ausser den Genannten zur Auf- 
findung specieller Minimalflächen und zur genaueren Kenntniss der 
Eigenschaften derselben beigetragen haben, erwähneich hierScherk, 
Catalan, Enncper, L, Kiepert, L. Henneberg, A. Herzog, 
C. Schilling, E. R. Neovius. 

In Folge eines von G-anss ausgegangenen Vorschlages wurde 
von der philosophischen Facultät der hiesigen Universität ftir das 
Jahr 1831 eine die Rotationsfläche kleinsten Flächeninhalts betreffende 
Preisaufgabe gestellt , für deren Bearbeitung Groldsehmidt den 
ausgesetzten Preis erhielt. In der gekrönten Preisschrift wird die 
durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix als Axe ent- 
stehende Minimalfläche , welche nach einem von Plateau ausgegan- 
genen Vorschlage denNamenCatenoid erhalten hat, genauer unter- 
sucht. Insbesondere wird die Frage erledigt, welche Bedingung er- 
füllt sein muss, damit es möglich sei, durch zwei Parallelkreise einer 
Rotationsfläche zwei von einander verschiedene Catenoide zu legen. 
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nnter welchen Bedingungen durcli beide Kreise nur ein Catenoid, 
oder überhaupt kein Catenoid gelegt werden kann. Auf diejenigen 
Fragen, deren Erörterung mit der Untersuchung des Vorzeichens der 
Werthe zusammenhängt, welche die zweite Variation des Flächen- 
inhalts einer von zwei Parallelkreisen begrenzten Zone eines Catenoids 
annehmen kann, geht Groldschmidt nicht ein. 

Durch die Untersuchungen , auf welche im Vorstehenden hinge- 
wiesen wurde, hat indessen die Trage nach der kleinsten Fläche 
— die Frage nämlich, ob den gefundenen Flächen wirklich die Eigen- 
schaft zukommt, dass geeignet ausgewählte Stücke derselben den 
kleinsten Flächeninhalt haben, sei es unter allen von derselben Rand- 
linie begrenzten Flächenstücken überhaiipt, sei es unter allen von der- 
selben Handlinie begrenzten Fläohenstücken , welche dem zu betrach- 
tenden Flächenstücke unendlich nahe liegen — eine erschöpfende 
Beantwortung nicht gefunden. 

Der Grund hiervon liegt in dem Umstände , dass bei jeder Auf- 
gabe der Variatioßsrechnnng das Verschwinden der ersten Variation 
des betrachteten Integrals zwar ein nothwendiges Erforderniss 
ist , wenn der Werth dieses Integrals unter den vorgeschriebenen 
Grenzbedingungen ein Minimum oder Maximum sein soll, dass aber 
ausserdem noch andere Bedingungen erfallt werden müssen, welche 
bei den besprochenen Untersuchungen über Minimalflächen unberück- 
sichtigt geblieben sind. 

Den ersten Versuch, die hiemach in der Theorie der Flächen 
kleinsten Flächeninhalts noch vorhandene Lücke auszufüllen, hat 
meines Wissens T^d^nat im Jahre 1816 gemacht, indem derselbe 
eine Untersuchung über das Vorzeichen der zweiten Variation des 
Flächeninhalts eines Minünalflächenstückes anstellte, bei welcher ihm 
eine die Brachiatochrone betreifende von Lagrange herrührende 
Untersuchung zum Vorbilde diente. Die Anwendung der von Tö- 
dönat aufgestellten Formel ist aber auf solche Minimaiflächenstücke 
beschränkt, für welche eine der drei rechtwinkligen Coordinaten eines 
beliebigen Punktes dieses Flächenstückes eine eindeutige Function der 
beiden andern rechtwinkligen Coordinaten desselben Punktes ist. 

Später hat C leb seh allgemein die zweite Variation eines viel- 
fachen Integrals in einer für die Beurtheilung ihres Vorzeichens ge- 
eigneten Form dargestellt , ohne jedoch die Ergebnisse seiner Unter- 
suchung auf specielle Aufgaben anzuwenden. (Journal für Mathematik, 
Band 56.) 
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Einen ferneren Beitrag zur Untersucliung des Vorzeichens der 
zweiten Variation des Flächeninhalts von Minimalfläehenstiicken lieferte 
Steiner in einer im Jahre 1840 der Berliner Akademie der Wissen- 
schaften gemachten Mittheilung, in welcher derselbe aus seinen allge- 
meinen Untersnchnngen über äquidistante Mächenstücke die Folgerung 
zog, dass unter allen zu einem Minimalflachenstücke äquidistanten 
Flächenstiicken das Minimalflächenstiick selbst nicht den kleinsten, 
sondern den grössten Flächeninhalt besitze. 

Von der Beschäftigung Steiners mit den Flächen kleinsten 
Flächeninhalts gibt auch der in der Abhandlung „Ueber das Maximum 
lind MinimiTm bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfläche und 
im Räume überhaupt" im Jahre 1842 veröffentKchte Satz Zeugniss, 
dass im Allgemeinen zwischen gegebenen Grenzen nur eine einzige 
Fläche möglich sei, welche ein Minimum von Flächeninhalt besitzt. 
(Gesammelte Werke, Band 2, Seite 298.) 

Dieser Satz kann zwar in der Allgemeinheit, mit welcher Steiner 
denselben ausgesprochen hat, nicht aufrecht erhalten werden ; denn es 
lassen sich Fälle in beliebig grosser Zahl augeben, in welchen durch 
dieselbe Begrenzungslinie mehr als ein MinimaLflachenstück voll- 
ständig begrenzt wird, welches in seinem Innei'n von siugulären Stellen 
frei ist und im Widerspruch mit dem von Steiner ausgesprochenen 
Satze unter allen ihm hinreichend nahe Hegenden imd von derselben 
Randlinie begrenzten Fläehenstücken wirklich den kleinsten Flächen- 
inhalt besitzt. Wenn aber zu dem Wortlaute des von Steiner aus- 
gesprochenen Satzes ausdrücklich die Einschränkung hinzugefügt wird, 
dass bei der Zugrundelegung eines bestimmten Systemes von recht- 
winkligen Coordinaten eine der drei Coordinaten aller Punkte jedes 
der zu betrachtenden Fläcbenstücke euie eindeutige Function der 
beiden andern Coordinaten derselben Punkte ist, so bleibt sowohl die 
Behauptung Steiners, als auch der von Steiner angegebene Be- 
weis derselben unverändert bestehen. 

Eine wesentliche Förderung erfuhr die Frage nach der kleinsten 
in vorgeechriebener Weise begrenzten Fläche durch Herrn Lindelöf. 
Derselbe hat in seinem im Jahre 1861 erschienenen Lehrbuche der 
Variationsrechnung im Ansclilusse an eine Untersuchung über die 
zweite Vaiiation des Flächeninhalts von Zonen des Catenoids, welche 
durch Parallelkreise begrenzt werden, einige das Catenoid betreffende 
specielle Lehrsätze veröffentlicht, welche über die in Rede stehende 
Frage viel Licht verbreiten und mir bei meinen eigenen Arbeiten über 

ScliWiiri, Oosa-mmelto Abbindlimgsii. I. 18 
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Minimalflächen von grösstem Nutzen gewesen sind. Die Lehrsätze, 
zu denen Herr Lindelof gelangte, ergaben einerseits eine vollstän- 
dige tlieoretische Erklärung tiir einige Versuche, welche Plateau 
kurze Zeit vorher über die Grrenze der Stabilität flüssiger Lamellen 
von speeieller Greatalt angestellt hatte, und enthielten andererseits den 
an speciellen Beispielen geführten Nachweis, dass es Falle gibt, in 
welchen ein Stück einer Minimalfläche nicht kleineren Mäeheninhalt 
besitzt, als alle ihm hinreichend nahe liegenden Flächenstücke, welche 
von derselben ßandlinie begrenzt werden. Durch die von Herrn 
Lindelöf angestellte Untersuchung war somit, obgleich dieselbe sich 
nur auf eine specielle Fläche bezieht, thatsächlich bewiesen, dass das 
Yerschwinden der ersten Variation des Flächeninhalts eines Flächen- 
stückes nicht ausreicht, um den Schluss zu gestatten, dieses Flächen- 
stück besitze unter allen ihm hinreichend nahe kommenden , von der- 
selben Randlinie begrenzten Flächenstiicken den kleinsten Flächenüihalt, 
dass vielmehr das Eintreten des Minimums noch von dem Erfülltsein 
anderer Bedingungen abhängig sem müsse. 

Die analoge Frage bezüglich der kürzesten Linien auf knunmen 
Flächen hatte Jacob i durch die Betrachtung unendKch benachbarter 
geodätischer Linien und der Schnittpunkte derselben mit einander ziu' 
Entscheidung gebracht. Es war daher an erwarten, dass die Ent- 
scheidung der gestellten Frage für ein bestimmtes Minimalflächenstück 
durch die Betrachtung eines geeignet auszuwählenden Minimalflächen- 
stückes würde gewonnen werden können, welches dem zn unter- 
suchenden unendlich benachbart ist. Diesen Gedanken hatte bereits 
Clebsch in allgemeinerer Fassung in einer im Jahre 1868 veröffent- 
lichten Abhandlung „lieber die Eeduction der zweiten Variation auf 
ihre einfachste Form" {Journal für Mathematik, Band 55, Seite 273) 
ausgesprochen. 

In einer Abhandlung „Beitrag zur LTntersuchung der zweiten Va- 
riation des Flächeninhalts von Minimalflächenstücken im Allgemeinen 
und von Theilen der Schraubenfläche im Besonderen" *) , habe ich 
versucht, die Frage, innerhalb welcher Grenzen einem Stücke einer 
gegebenen Minimalfläehe die Eigenschaft des Minimums des Flächen- 
inhalts wirklich zukomme, auf Grund einer Untersuchnng der zweiten 
Variation des Flächeninhalts eines Minimalflächenstückes, dessen Rand- 
linie hei der Variation als unveränderlich betrachtet wird , zu beant- 



*) Siehe S. 151—167 dieses Bandes. 
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Worten. Die Ergebnisse, zu welchen die in dieser Abhandlung mit- 
getheilte Untersuchung geführt hat, sind richtig ; aber der Beweis der 
Richtigkeit, insbesondere der Nachweis, dass durch die in dieser Ab- 
handlung angegebenen Kriterien die EntacHeidang darüber, ob für ein 
bestimmtes Minimalfläehenstiick bei unverändert gelassener ßandlinie 
ein Minimum des Flächeninhalts eintrete, oder nicht, in allen Fällen 
getroffen werden könne, in welchen zu dieser Entscheidung schliess- 
lich die Betrachtung der zweiten Variation des Flächeninhalts aus- 
reicht, bedurfte einer ziemlich umfangi'eichen Umarbeitung. 

Ein Theil der der Variationsrechnung eigenthümlichen Beweis- 
raethoden hat nämlich, soweit diese Beweismethoden bis vor etwa zehn 
Jahren Gemeingut der Mathematiker waren, durch eine von Herrn 
Weierstrass herrührende principielle Einwendung ihre vermeint- 
liche Beweiskraft eingebüsst, so dass es sich als unumgänglich noth- 
wendig herausgestellt hat , nach Aufstellung eines vollständigen Sy- 
stemes von Bedingungen, deren ErfiUltsein fiir das Eintreten eines 
Maximums oder Minimums nothwendig ist und hinreicht, einige Haupt- 
lehrsätze der Variationsrechnung in neuer, einwurfsfreier Weise zu 
begründen. 

Dass und wie dies geschehen könne, hat Herr Weierstrass 
für eine grosse 2ahl von Aufgaben der Variationsrechnung in seinen 
Vorlesungen auseinandergesetzt und dadurch einen Weg gezeigt, auf 
welchem man, wie zu hoffen ist, dahin gelangen wird, für alle Pro- 
bleme der Variationsrechnung die bisher gebräiicblichen nicht voll- 
kommen befriedigenden Methoden durch andere , einwurfsfreie zu er- 
setzen. 

Die Schwierigkeiten , welche sich der Erfüllung derselben Foi'de- 
rung für die hier in Betracht kommende Frage der Flächen kleinsten 
Flächeninhalts entgegenstellten, schienen über Erwarten gross zu sein. 
Ueberdies handelte es sich darum, einige allgemeine Lehrsätze über 
pai-ticuläre Integrale einer gewissen Art von linearen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, von der früher nur ganz 
specieHe Fälle eingehend vmtersucht worden waren, aufzustellen und 
zu beweisen. 

In einer Abhandlung „Ueber ein die Flächen kleinsten Flächen- 
inhalts betreffendes Problem der Variationsrechnung" *), habe ich die- 
jenigen Untersuchungen zusammengestellt , welche schKesslich zur 
Ueberwindung dieser Schwierigkeiten geführt haben, 

*) Sielic S. 223-.-2G9 dieses Bundes. 

18* 
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Ein Hanptergebuiss dieser Untersuchungen besteht darin, dass die 
Entscheidimg über die Frage, ob ein bestimmtes Minimalflächenstück 
kleineren Elächeninhalt besitzt, als alle demselben benachbarten, von 
derselben Randlinie begrenzten Flachenstiicke, oder nicht, — wenn von 
einem (rrenzfalle , dessen Eintreten eine besondere Untersuchung er- 
fordert, abgesehen wird, — stets von einem passend zu wählenden 
particulären Integrale einer bestimmten linearen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung abhängig gemacht wird. 

Für die Auffindung eines solchen particulären Integrals lässt 
sieh eine allgemeine Regel nicht wohl aufstellen; dagegen lassen sich 
speeielle particuläre Integrale dieser Differentialgleichung in beliebig 
grosser Zahl angeben, mit deren HüKe die Entscheidung in unendlich 
vielen speciellen Fällen durchgeführt werden kann. 



Die nachfolgende Abhandlung hat zum Gregenstande die Unter- 
suchung specieller zweifach zusammenhängender Minimalflächenstiicke 
M , deren Begrenzung gebildet wird von zwei regelmässigen Poly- 
gonen mit je einem Umlauf, mit gleich langen geradlinigen Seiten 
und gleich grosser Seitenzahl, Es wird vorausgesetzt, dass diese Poly- 
gone in parallelen Ebenen liegen und zu einander eine solche Lage 
haben, dass die geradlinigen Strecken, welche entsprechende Ecken 
beider Polygone verbinden, auf den Ebenen derselben senkrecht stehen. 
Die Seitenzahl dieser Polygone werde mit n, die Grösse — werde 
mit K, die Länge des Radius des einbeschriebenen Kreises mit L, die 
Hälfte des Abstandes der Ebenen beider Polygone werde mit II be- 
zeichnet. Die zu untersuchenden Minimalfiächenstücke werden in ihrem 
Innern als von singulären Stellen frei vorausgesetzt. Femer wird 
von der Voraussetzung ausgegangen, dass die w + 1 Symmetrieebenen 
der Begrenzung der Minimalflächeu stücke M* zugleich Symmetrie- 
ebenen dieser Minimalfiächenstücke selbst sind. 

Nächst der analytischen Bestimmung der Minimalfiächenstücke M* 
i\nd der Untersuchung der Grestalt derselben bestehen die Aufgaben 
der nachfolgenden Untersuchung in der Ermittelung des Intervalles, 
auf welches die V-eränderlichkeit des Verhältnisses -^ beschränkt ist, 
in der Beantwortimg der Frage, wie viele von einander verschiedene 
Minimalfiächenstücke M* bei gegebenen Werthen der drei Grössen 
«, L und S existiren, endlich in der Ermittelung derjenigen Minimal- 
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flächenstiicke M*, welche unter allen benachbarten von denselben 
Randlinien begrenzten Flächenstiieken den kleinsten Flächeninhalt be- 
sitzen. 

Eine vollständige Lösung der vorstehenden Aufgaben ist meines 
Wissens bisher noch für keinen endlichen Werth der Zahl n gegeben 
worden. Für den G-renzfall n = od ergibt sich der von Grold- 
Schmidt und von Herrn Lindelöf untersuchte Fall, 

Untersuchungen, welche sich auf einen T heil der gestellten Auf- 
gaben beziehen , sind für die Fälle n ^= 3 und w = 4 in dem Nach- 
trage zu der Schrift des Verfassers „Bestimmung einer apeeiellen 
MinimaHläcbe" *) enthalten. Eines der Hauptergebnisse dieser Unter- 
suchung besteht darin, dass die G-leichung derjenigen Minimalilächen, 
von welchen die Flächenstücke M* Theile sind, für die Fälle w = 3 
und w = 4 rational durch elliptische Functionen der Coordinaten aus- 
gedrückt werden können. Bie wirkliche Aufstellung dieser Gleichung 
ist für den Fall n = 4 in dem Aufsatze des Verfassers „Fortge- 
setzte Untersuchungen über specielle Minimalflächen" **) enthalten. 

Ein aus dem Nachlasse E.iemann's herrührendes Fragment „Bei- 
spiele von Flächen kleinsten Inhalts bei gegebener Begrenzung" (Gre- 
sammelte "Werke, Seite 417—426) durch dessen Bearbeitung der Her- 
ausgeber der Riemannschen "Werke, Herr H. Weber, sich An- 
spruch auf den Dank der Mathematiker erworben hat, handelt eben- 
falls von zweifach zusammenhängenden Muiimalflächenstücken, welche 
bei angemessener SpeciaKsirung in die vorhin eharakterisirten Minimal- 
flächenstücke JI* übergehen. Eine am Schlüsse der Bearbeitung dieses 
Fragmentes für den Fall « ^ 3 von Herrn H. Weber ausgesprochene 
Vermnthnng findet durch eine im Nachfolgenden mitzutheilende all- 
i Untersuchung ihre Bestätigimg. 



1. 

Analytische Bestimmung d e r M i n i m a 1 f 1 ä c h e n s t ü c k e M*- 

Diejenige Ebene, in Bezug auf welche jede der beiden Eandlinien 
eines der zu betrachtenden Minimalflächenstncke M zu der anderen 
Randlinie desselben symmetrische Lage hat, werde zur Ebene ^ = 0, 
die Gerade , welche die Mittelpunkte beider n - seifigen Polygone ent- 

*) Siehe S. 97-99, 105 und 106 dieses Bandes. 
*"■) Siehe S. 126-148 dieses Bandes. 
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hält, werde zur s-Axe eines Systems rechtwinkliger Punktcoordinaten 
gewählt , auf welches das betrachtete Flächenstück M* heaogen wird. 
Der Coordiiiatenanfangspunkt soll Mittelpunkt des Pläehen- 
atückes M* genannt werden, obwohl diese Benennung mit der gewöhn- 
lichen Bedeiitung des Begriffes eines Mittelpunktes nur für den Fall, 
dass die Zahl n eine grade Zahl ist, übereinstimmt. Die Coordi- 
natenebenen a; = und p ^ mögen so gewählt werden , dass der 
Mittelpunkt einer Seite eines der beiden das Fläehenstück M* be- 
grenzenden Polygone die Coordinaten 

X = L, ?/ = 0, n = H 
erhält. 

Von den n +1 Symmetrieebenen des Flächenstückes M* ist eine, 
nämlich die Ebene ^ = 0, ausgezeichnet; sie möge Aequator ebene 
des Flächenstüekes M* genannt werden. 

Von den übrigen n Syrametricebenen des Flaelienstückes M* 
werden vorziigsweise die Ebenen 

j/ =i imd x&mK — ycosK -■= 
in Betracht gezogen. 

Die Gresammtheit derjenigen Punkte des Flächenstückes M* deren 
Coordinaten den ] 



genügen, bildet ein einfach zusammenhängendes Fläehenstück, welches 
zum Unterschiede von M* mit M bezeichnet werden soll. 

Die Begrenzung des Flächenstücltes M wird gebildet von der ge- 
radlinigen Strecke 

x = L, O^y^Ltga, e=H 

und von drei krummlinigen Strecken. Von diesen letzteren liegt je 
eine in einer der drei Symmetrieebenen 

tf ^ 0, .e ^ 0, a^sißK— ^cosK = 0. 

Jede dieser drei krummlinigen Strecken ist daher ein Theil einer 
Krümmungslinie des Flächenstückes M*. 

Die vier Ecken des Flächenstückes M mögen mit a,h, c,ä be- 
zeichnet werden und zwar bezeichne a den Eckpunkt, dessen Coor- 
dinaten 

X = L, ^» = 0, s = H 
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sind, b bezeicline die auf der positiven Hälfte der x-Axe des Coordi- 
natensystems liegende, c die auf der Geraden 

xahiK — y cos cc = 0, ^ = 
liegende Ecke ; d bezeichne den Eckpunkt, dessen Coordinaten 

X = L, if = L ig K, s = R 
sind. (Kg. 55). 




Die Begrenzung des Mljumalflächenstückes M wird hiernach ge- 
bildet von einem Stücke ah einer in der Ebene j/ = liegenden 
Krümmung slinie, einem Stücke ic einer in der Äer^uatorebene ^ = 
liegenden Krümmungslinie, einem Stücke cd einer in der Ebene 

a^sina— j/coaet = 
liegenden Krümmungslinie luid von der geradlinigen Strecke d a. Die 
letztere ist, wie jede Gerade auf jeder krummen Eläche, ein Stück 
einer Asymptotenlinie des Flaehenatüekes M, Längs der Cnrven- 
strecke ab wird die Ebene p = 0, längs der Curvenstreoke be wird 
die Ebene = 0, längs der Curvenstrecke cd wird die Ebene 

X sin tt — y cos « := 
von dem Minimalflächenstücke M rechtwinklig getroffen. 

Die Aufgabe, das Minimalflächenstüek ans den angegebenen Eigen- 
schaften analytisch zn bestimmen , ist daher ein specieller Fall der 
allgemeineren Aufgabe: Gegeben ist eine zusammenhängende ge- 
schlossene Kette, deren Glieder von geradlinigen Strecken, oder von 



y Google 



280 Uebev apecielle zweifach zusammenhäageude Minimalfläclienstiinife. 

Ebenen, oder von geradlinigen Strecken und von Ebenen gebildet 
werden ; gesucht wird ein einfach zusammenhängendes, in seinem Innern 
von singulären Stellen freies Minimalflächenatück, welches von den ge- 
radlinigen und von den ebenen Grliedern der Kette begrenzt vnrd 
und die letzteren rechtwinklig trifft. *) 

In dem vorliegenden Falle besteht die erwähnte Kette aus einer 
geradlinigen Strecke' tmd drei Ebenen, Eine besonders einfache Lö- 
sung der gestellten Aufgabe ergibt sich durch die Betrachtung zweier 
conformen Abbildimgen des Minimalflächenstückes M. 

Füi" die Begrenzung des Minimalflächenstückes M* ist der Punkt 
a ein sogenannter TJmkebi'punkt der Normale, da die geradlinige 
Strecke da im. Piuikte a mit der Ebene .^ = einen rechten Winkel 
einsclilieast und die Ebene y = Q eine Symmetrieebene des Flächen- 
stückes M* ist. 

Vom Punlite « gehen ausser der die Strecke da enthaltenden 
Greraden noch zwei Asymptotenlinien des Flächenstnekes M* aus, deren 
Tangenten im Punkte a mit dieser (reraden und mit einander Winkel 
von 60" einacMiesaen. Die Punkte h und c sind nichtsinguläre Punkte 
des Minimalfläelienatückes M*. In Folge dessen wird bei derjenigen 
conformen Abbildung des Minimalflächenstückes M auf eine Ebene, hei 
welcher den Krümmungslinien und den Asymptotenlinien des Minimal- 
flächenstückea gerade Linien entsprechen , dem Flächenstiicke M die 
Fläche eines Paralleltrapezes a' b' c' ä' zugeordnet, dessen Winkel a' b' c', 
i' c' d' rechte Winkel sind. Die Seite a' b' dieses Paralleltrapezes ist 
daher der Seite d' c' parallel, der Winkel c' d' a' ist gleich der Hälfte 
eines rechten Winkels und der Winkel d' a'V beträgt 135°. (Fig 56.) 



d. 



Es erscheint zweckmässig , liei der folgenden Untersuchung die 
Bezeichnungsweise möglichst beizubehalten, welche in der Abhandlung 
„Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen" **) erklärt ist , und 

*) Siehe S. 130 dieses Bandes, 
**) Siclie S. 168-189 dieses Biindiis. 
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von der ich bei früheren Untersuchungen üher Minimalflächen wieder- 
holt Grebranch gemacht habe. Demzufolge werde die eomplexe Grösse, 
welche durch einen Punkt in der Ebene des Paralleltrapezes a' b' e' d' 
geometrisch dargestellt wird, mit ff bezeichnet. Der Punkt b' werde 
zum Knllpuntte, die Richtung der Streche b' c' zur positiven Richtung 
der Axe des Reellen in der ff-Ebene gewählt. Das Grebiet aller der- 
jenigen Werthe der complexen Grösse ff, welche durch die dem Innern 
und der Begrenzung des Paralleltrapezes a' V c' ä' angehörenden Punkte 
geometrisch dargestellt werden, werde mit S bezeichnet. Die zu der 
Grösse ff conjugirte eomplexe G-rÖsse werde mit ffj bezeichnet. Der 
Kriimmuugaradius in einem beliebigen Pinikte des Minimalflächen- 
stiickes M*, dessen Coordinaten x,y ,0 sind , wird mit p, die Cosinus 
der Winkel, welche die positive Richtung der Normale des Flächen- 
stückes 11* in diesem Punkte mit den positiven Richtungen der Coor- 
dinatenaxen einsehliesst, werden mit X, Y, Z bezeichnet ; die Grössen 
s, s, und die Functionen %{s), i5,(s,) (siehe die Abhandlung desHerrn 
Weierstrass „Untersuchungen über die Flächen , in denen die 
mittlere Krümmung überall gleich Null ist" Monatsberichte der Ber- 
liner Akademie, Jahrgang 1866, Seite 618) sind durch die Gleichungen 

_ X + YJ^ _ X-Yi 

^ ^ l-'Z ' "'' 1-Z ■' 

3w-i(f)', s.(..) = i(l:)' 

erklärt. Es wird festgesetzt, dass die positive Richtung der Normale 
des Minimaiflächenstüokes M* im Punkte b mit der positiven Richtmg 
der a;-Axe des Coordinatensystems übereinstimmen soll. Durch diese 
Festsetzung ist die positive Richtung der Normale für alle Punkte des 
Minimalflächenstöckes M* unzweideutig bestimmt. Dem Punkte b ent- 
spricht der Werth s ^ 1 , dem Pimkte c der Werth s = e"', dem 
Punkte d der "Werth s = 0. Dem Punkte a entspricht ein zwischen 
luid 1 liegender Werth der Grösse s, welcher mit li bezeichnet 
werden möge. 

Die Bogenzahl des Winkels, welchen die positive Richtung der 
Normale des Minimalfläehenstückes M* im Punkte a mit der negativen 
Richtung der .^-Axe des Coordinatensystems einsehliesst, ist hiei-naeh 
gleich 2 are tg M. 

Von dem Werthe des Parameters B hängt die Gestalt der 
Fläclienstücke M* hauptsächlich ab. Um daher euien Ueberblick über 
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die Gesammtheit der verschiedenen Gestalten zu gewinnen, welche die 
Minimalflächen stücke M* für denselben Werth der ganzen Zahl n an- 
nehmen können , ist es erforderlieh , dem Parameter Ji alle Werthe 
des IntervaUes < J^ -c 1 beizulegen. 

!Für das in Betracht gezogene Minimalfiächenstück M hat die 
Grösse R einen bestimmten Werth. 

Den Punkten der Curvenstrecke ah entsprechen die "Werthe 

s = r, Ä<)-^1. 

Den Punkten der Curvenstrecke be entsprechen die Werthe 

s = e"^, 0<9)5k. 

Den Punkten der Curvenstrecke cd entsprechen die "Werthe 

s = r- e»', 1 ^ /■ > 0. 
Den Punkten der Geraden da entsprechen die "Werthe 

s = r , < »■ ^ i?. 

Bei der durch parallele Normalen vermittelten conformen Abbil- 
dimg des Minimalfläehen Stückes M* auf die Hülfskugel X'+ Y'+Z' = 1 
entspricht dem Minimalöächenstücke M die Flache eines sphärischen 
Di'eieeks, dessen Ecken beziehlich die Coordinaten 
X Y Z 
1, 0, 0, 



0, 



0, 



haben. Der ^Fläche dieses sphärischen Dreiecks entspricht 
Ebene, deren Punkte die Werthe der eomplexen Grösse s 
darstellen, die Fläche eines Kreissectors 



der 
■isch 



welche mit S bezeichnet weiden mÖj!,e 



'FiK 67.) 



Die den Ecken 
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a,h,c,d des Minimalüächenstückes M entsprecliendeü Punkte der 
s-Ebene sind in dieser Figur beziehlich mit (a), (b), (c), (d) bezeichnet. 
Bie eonforme Abbildung der Fläche S des Kreisseotors in der 
S-Ebene anf die Fläche 2 des Paralleltrapezes a' h' c' d' in der iJ-Ebene 
wird vermittelt durch die Function 



6 =. r _-T^ gi'jML___ 

^ v'(ä-"''+5:")~(s-"+s")' 



und zwar ist hierbei der Wiirzelgrös 



ihr Hauptwerth, der Constanten C ein positiver "Werth beizulegen. 

In Folge der zwischen den Grössen ff,s, %(s) bestehenden Ab- 
hängigkeit ergibt eich für die Function %{s) der Ausdruck 

wobei der Wurzelgrösse ihr Hauptwerth beizulegen ist. 

Da die Grösse C einen reellen Werth bat, so besteht für alle 
dem Intervalle K < s <: it~' angehörenden "Werthe der Grösse s die 
eieickmg %,(s) - 3(8). 

Durch Abänderung der Länge der Längeneinheit für das recht- 
winklige Coordinatensysteni, auf welches das Flächenstück M bezogen 
wird, kann nun bewirkt werden, dass die Constante (7 einen beliebigen 
positiven Werth erhält. Die Freiheit, über den Werth dieser Grösse 
zu verfügen, kann zur Vereinfachung des Ausdruckes für die Function 
% (s) benutzt werden. Aus diesem Grunde möge angenommen werden, 
es sei die Länge der Längeneinheit des Coordinatensystems so gewählt, 
dass die Constante C den Werth s/2 erhält. Dieser Annahme zufolge 
ergibt sich für die Function {5 (s) der Ausdruck 

%(3) = - ^~' 

mit der Bestimmung, dass der Quadratwurzel ihr Hauptwerth beizu- 
legen ist. 

Das betrachtete MiiiimaLfiächenstück M wird mithin , wenn die 
VeränderKchkeit der Grösse s auf das Gebiet S beschränkt wird, 
durch folgende Formeln analytisch dargestellt: 
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J, v'(s-- + s-)-(»-+»-) 

(A.) s-^y. y- f . -'<''"'+'''"°e' 

J, \/(jr'+B-)-(s-+»-) 

Die im Vorhergehenden erklärten GriSsaen L und H sind mit 
dem Parameter R durch die Gleichungen 

(B.) 

verbunilen; den WiirzelgrÖssen sind hierbei ihre positiven Werthe 
beizulegen. Zur Bestimmung der in dem Ausdrucke für die Grösse 
U vorkommenden Conatanten sowie der unteren Grrenzen der drei 
Integrale, durch deren reelle Theile die Coordinaten x,i/,3 eines be- 
liebigen Punktes des Minimalflächenstückes M ausgedrückt werden, 
kann die Bemerkung dienen , dass die Coordinaten des dem Werthe 
s = E entsprechenden Punktes a des Flächen stückes M beziehlich 
die Werthe 

X ^ L, y = 0, s = H 
haben. 

Bei angemesaener Ausdehnung des Bereiches der Veränderlich- 
keit der complexen GrÖsae s wird durch die Formeln (A.) nicht allein 
das Minimalflächen stück M, sondern auch das Minimalfläehenstück M 
analytisch dargestellt. 

Es möge zunächst derjenige Bereich ins Äuge gcfasat werden, 
welcher durch symmetrische "Wiederholung des Bereiches S in Bezug 
auf die Äse des Reellen in der s-Ebene entsteht. Hierbei soll ange- 
nommen werden, daas dieser Bereich, welcher mit Sj bezeichnet werden 
möge, mit dem Bereiche S längs eines Theiles der Axe des Beeilen 
der S-Ebene und zwar längs der Strecke 2i<s^l, nicht aber längs 
der Strecke 0<s<:iS zusammenhänge. (Fig. 58,) 
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Die symmetrische Wiederholung des Bereiches 1 in Bezug auf 
die Äxe des Imaginären der ö-Ebene möge mit 2; , die symmetrische 
Wiederholung des Minimalflächenstückes M in Bezug auf die Ebene 
^ = möge mit Mj bezeichnet werden. Wird die Variabilität der 
Grösse s auf das Gebiet S, bescbränkt, so ist 2, der Bereich der 
complexen Grösse ff und die Eormeln (A.) stellen das Miniraalfiächen- 
stiick M, analytisch dar, welches ein Theil des Minimalfläehenstüches 
M* ist. 

Durch symmetrische Wiederholung des Gebietes S 4- S, in Bezug 
auf den Einheitskreis der s- Ebene entsteht ein in der s- Ebene lie- 
gendes einfach zusammenhängendes Gebiet, welchem ein durch symme- 
trische Wiederholung des aus den beiden Minimalflächensfcücken M 
und Mj bestehenden Fläohenstiickes in Bezug auf die Aequatorebene 
£ = entstehendes Minimalfläehenstück entspricht. 

Auch dieses Manimalflächeristück ist ein Theil des Minimalflächen- 
stückes M*. Auf diese Weise ist die Variabilität der Grösse s = re*' 
auf ein Gebiet ausgedehnt worden , welches cLarakterisirt ist durch 
die Festsetzung, dass die beiden reellen veränderlichen Grossen r und 
<p unabhängig von einander alle den Intervallen 

angehörende Werthe annehmen sollen , jedoch mit Ausschluss derje- 
nigen Werthepaare , für welche entweder ip ^ und 0£r<ü 
oder ip = und ü"' o- = oo ist. 

Es liegt nun nahe, die Veränderlichkeit der complexen Grösse 
g = re'" auf ein Gebiet S auszudehnen, welches in seinem Innern 
und auf seiner Begrenzung alle reellen und complexen Werthe ent- 
hält. Hierbei wird Folgendes festgesetzt; Dem Innern des .Bereiches 
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^* sollea angehören alle diejenigeD reellen und eomplexen. Werthe 
der Grösse s, für welche der "Wertli der Tunction 

(ir'-r")(l-B"s") = (jr' + -B")-(s'- + s") 

nicht negativ ist. 

Die Gesammtheifc der Werthe, für welche die angegebene Function 
negative Werthe hat, mit andern Worten, die Gesammtheit der 
Werthe der Grösse s, für welche s" positiv und kleiner als B", oder 
positiv und grösser als E'" ist, bildet die Begrenzung des Be- 
reiches S*. Wenn es darauf ankommt, bei der Bezeichnung des Be- 
reiches S* zugleich den Werth des Parameters E anzugeben, auf 
welchen dieser Bereich sich bezieht , so wird der Werth des Para- 
meters R in Klammem zu dem Zeichen S* hinzugefügt werden, so 
dass S*(^„} den zu dem Werthe E = E, gehörenden Bereich S be- 
zeichnet. Der Bereich S* kann durch eine die s-Ebene überall lücken- 
los und einfach bedeckende, zweifach zusammenhängende Riemann- 
sche Fläche geometrisch dargestellt werden. Die den Bereich S* 
geometrisch darstellende einblättrige Fläche unterscheidet sich von der 
schlichten s-Ebene durch 2n geradlinige Schnitte, von welchem die 
eine Hälfte den Punkt 5 = mit den Punkten, für welche s" = ü" 
ist, verbindet; die übrigen n geradlinigen Schnitte erstrecken sich 
von den Punkten aus , für welche s" = iJ"' ist , bis ins Unendliche, 
während die Küekwärtsverlangerungen derselben durch den Null-Punkt 
hindurchgehen. Wird die Veränderlichkeit der eomplexen Grösse s 
auf das Gebiet S* ausgedehnt, mit der Featsetzi\ng , dass die Grösse 
s die Begrenzung des Bereiches S* nicht überschreiten darf, so stellen 
die Gleichungen (A.), vorausgesetzt, dass der Wurzelgrösse 

\/(ir"-l-B'')-{s-" + s") 

ihr Hauptwerth beigelegt wird, das Minimalflächenstück M* in der 
Weise analytisch dar, dass jedem dem Innern des Bereiches S* ange- 
hörenden Werthe der eomplexen Grösse s ein und nur ein dem Innern 
des MinimaJflächen Stückes M* angehörender Punkt zugeordnet wird 
und umgekehrt. Wird die Veränderlichkeit der Grösse s auf den 
innerhalb des Einheitskreiaea der s-Ebene liegenden Theil des Gebietes 
S* beschränkt, so stellen die Gleichungen (A.) die auf der positiven 
Seite der Aequatorebene « =; liegende Hälfte des Minimalflächen- 
stückes M analytisch dar. Die dem Einheitskreise der s-Ehene ent- 
sprechende in der Ebene .s = liegende krumme Linie, durch welche 
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das Minimalfläcbenstiick M* in zwei zu einander symmetrische Theile 
getheilt wird, aollÄeq^uator des Flächenstückeg M* genannt werden. 
Die vorliin betraelitete Curvenatrecke le ist einTheil dieses Aequators. 
Bemerkung. Bei den vorstehenden Bntwickelungen ist voraus- 
gesetzt worden , dass die Zahl n einen ganzzahligen positiven Werth 
habe, der grösser als 2 ist. Diese Voraussetzung kann nachträglieh 
abgeändert werden, z. B. wenn die Veränderlichkeit der Grösse s auf 
den Bereich S beschränkt und die Festsetzung getroffen wird, dass, 
während der Grösse n nur reelle "Werthe beigelegt werden, die grösser 
als ä sind, den Potenzen s" und s~° ihr Hauptwerth beigelegt werden 
soll. Denn unter diesen Voraussetzungen behalten die Gleichungen 
(A.) auch für andere Werthe des Exponenten n, als ganzzahlige, eine 
bestimmte Bedeutung und es werden durch dieselben bestimmte Mi- 
nimalflächen stücke analytisch dargestellt. 

2, 
Einführung der Grössen 58', ^", © , S , m', 9i". 
Es ist zweckmässig, ausser den bestimmten Integralen, welche im 
Vorhergehenden mit L mid H bezeichnet worden sind, noch vier an- 
dere zu betrachten, welche durch folgende Gleichungen erklärt werden. 

^, _ /•' {r-^-r)dlogr _ ^„ _ f\_ Jr^r)d\>ygr^ ^ 

(C.) 

© = f ^^'^^x^x ^ 2: = f" ^^i^x^x 



grale (vergl. die Figur auf S. 288) ist folgende: 
Die Coordinaten des Punktes b sind 

X = i-S', 2/ = 0, = 0. 

Die Coordinaten des Punktes c sind 

X = // — S8"C0SK, y = ©, = 0. 

Zwischen den Grössen S', W, ®,%,L bestehen die Gleichungen 
(D.) S'+J = S8"cosw, ©+^"sinK = XtgK. 

Diese Gleichungen sind der analytische Ausdruck der Bedingung 
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dafür, dass die Coordinatea x und y ihre Werthe nielit ändern, wenn 
die Variable s von einem der Begrenzung des Bereiches S angehö- 
renden Werthe s^ ausgehend die ganze Begrenzung des Bereiches S 
durchläuft und in den "Werth s„ zurückkehrt. 

Die Grössen L, H, S', 99", ©, % sind analytische iFunotionen des 
Parameters iJ, eindeutig erklärt mit dem Charakter ganzer Functionen 
für alle dem Innern des Intervalles 

angehörenden Werthe desselben. 

Fig. 59 stellt unter Zugrundelegung 



Annahme , dass dei" 




bei- 



ganzen Zahl n der Werth 4, dem Parameter R der Werth — r^- 
gelegt wird, in den Flüchenstücken Q und Q, die orthographischen 
Projeetionen der beiden MinimaMaohenstücke M und M, auf die Aequa- 
torebene ^ ^ dar. bezeichnet den Mittelpunkt des Minimal- 
flächenstückes M*. 

Die Ourvenstrecke c,6c stellt, einen Theil des Aequators, die 
Punkte a", ä'\ ä" stellen die orthographischen Projeetionen der Punkte 
a, d, d^ auf die Aeqnatorebene dar. Unter derselben die Zahl n und 
den Wei-th des Parameters M betreffenden Annahme, welche zu der 
in der mehrfach angeführten Schrift .^Bestimmung einer specielleu 
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Minimalfläche" *) beschriebenen Minimalfläclie führt , ist auch die in 
Fig. 60 dargestellte Skizze entworfen. 

r,g. 60. (Fig. öS. auf S. 379,1 




Es soll zunächst bewiesen werden, dass der Werth des Quotienten 
- beständig zunimmt, wenn der Parameter E zunimmt, und dass die 
- alle "Weithe von bis co durchlauft, wenn dem Parameter 
B alle Werthe von bis 1 beigelegt werden. Die Richtigkeit des 
ersten Theiles der vorstehenden Behauptmig ergibt sich daraus, dass 
der Ausdruck 

^ dBKwJ 
durch das Doppeiintegral 
(E.) iE 



„ (ig 
du' 



.AT 
' dB 






' n(E~^—S ") (r~'— r) eos a;(y~" + r''+ 2 co9»;()(Z log räx' 
B {^"^r' + If + r^^J' (\/B^ + E"-2cosnx)° 



darstellbar ist, dessen Elemente sämmtlich positiv sind; es nimmt also 

© ■ 
der Werth des Quotienten -^ stets gleichzeitig mit dem Werthe des 

Parameters R zu und ab. Die Richtigkeit des zweiten Theiles der 
aufgestellten Behauptung ergibt sich aus den Grenzwerthen 

lim -— = 0, lim -r^-ii- = CO. 



*) Siebe S. 8 



-91 und S. 98- 

elte Atliaudlimgen. 



} dieses Bajides. 
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In Polge der Gleichung 

iS + Se"sinR = Liga 
ändert sich, wenn Ji beständig zunelimend alle Wertüe von ü bis 1 
durchläuft, auch der Werth jedes der beiden Quotienten -j- und 
-=^ stets in demselben Sinne ; der "Werth des Quotienten -^ nimmt be- 
ständig zu und zwar von bis tg«; der "Werth des Quotienten -^ 
nimmt beständig ab, und zwar von sec« bis zu 0. 

Eine ganz analoge Betrachtung lasst sich für den Werth des 
Quotienten -^ anstellen. Der Werth desselben nimmt, wenn M be- 
ständig zunehmend alle dem Intervalle 

angehörenden Werthe durchläuft, beständig zu, und zwar von Null 
bis zii einer gewissen durch die Gleichung 

/•'(/■-- r) ^ log r ^ r^^m%dx_ 
■^4 r-i" + ri' i sin("^»x) 

bestimmten Grosse (/. In Folge dor Gleichung 

fß'+Z = iß" cos« 
nimmt der Werth des Quotienten -^ hierbei beständig ab und zwar 
von dem Werthe cos« bis zu dem Werthe cosk— ^. 
Hieraus folgt, dass auch der Werth des Quotienten 



hierbei beständig abnimmt, weil jeder der beiden Factorcn -äzn^ , -^j- 
diese Eigenschaft hat. Der Quotient -^ nimmt hierbei alle dem 
Intervalle von 1 bis angehörenden Werthe an. 

Wenn die Abstände der Punkte h und c des Minimalflächen- 
stückes M vom Mittelpunkte desselben mit W und 8t" bezeichnet 
werden, so bestehen die Gleichungen 

(E.) 9i' = i-JB' = @eotgß + J, 9!"= isecß-i8"= ©cosee«, 

und es lässt sich als ein Ergebniss der vorhergehenden Untersuchung 
der Satz aussprechen: 

Wenn der Parameter R stetig zunehmend alle Werthe des Inter- 
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valles < jR ^ 1 durchläuft, so durchlaufen auch die Quotienten 

K ^" 

L ' Lseca ' 

ebenfalls stetig zuuelimend alle Werthe desselben Intervalles. 



Unteranchuiig der durch die Functionen U, V. TT ver- 
mittelten conformen Abbildungen des Gebietes S. 
Die durch die (ileichungen (A.) ei'klärten Functionen ü, V, W 
des complexen Argumentes s vermitteln drei conforme Abbildungen 
des Gebietes S, zu deren Veransehaulichung die in den Figuren 61, 
62 und 63 dargestellten Skizzen dienen können. In diesen i 




"(cj - (b) (c)" 

bezeichnen U, Y, W die durch die Functionen U, V, W vermittelten 
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conformen Abbildungen des Bereiches S, beziehungsweise des Flächen- 
Stückes M, dagegen Uj, Vi, W, die durch dieselben Functionen ver- 
mittelten conformen Abbildungen des Bereiches S, , beziehungsweise 
des Flächenstückes M,. Die denPimkten a, b, c, d des Flächenstückes 
M bei diesen drei Abbildungen entsprechenden Funkte sind mit 
(a), {&), (c), (d) bezeichnet, 

Von den drei Grebieten U, V, W enthält keines in seinem Innern 
einen singulären Punkt. Aus der Gestalt der Begrenzungslinie des 
G-ebietea "W ergibt sich, dass der Werth der Coordinate s für jeden 
Punkt des Fläelienstückes M dem Intervalle ^ ä < jff angehört, und 
den "Werth H nur für die der geradlinigen Strecke d a angehörenden 
Punkte annimmt. Es ergibt sich hieraus, dass alle Punkte des Mini- 
malflächen stückes M*, welche keiner der beiden Begrenzungslinien 
desselben angehören, zwischen den beiden Ebenen = — if und 
g s= + H liegen. 

Diese Skizzen sind unter Zugrundelegung derselben Annahme 
entworfen, wie die in den Figuren 55, 59, 60 auf den Seiten 279, 288, 
289 dargestellten Skizzen. Auf Grrund der in der Schrift „Bestimmung 
einer speciellen Minimalfläcke" *) angegebenen Rechnungsergebnisse 
baben sich für die Grössen L, H, 48', W, ©, %, W, W folgende Werthe 
ergeben : 

X = 0,7624, .ff = 0,5391, S8' = 0,2284, «" = 0,5391, ^ _ 
© = 0,3812, 2: = 0,1528, 9i' = 0,5340, 31" = 0,5391, W ~ ' 

Die Strecke (d)(a) in der Figur 61 hat die Länge 0,5960, 
(»)(&) „ „ „ 62 „ „ „ 0,5960, 
(6)(c) „ „ „ 63 „ „ „ 0,4214. 

Die krummlinigen Theile der Begrenzungen der Bereiche U und 
V sind zu einander symmetrisch. Diese Eigenschaft besteht, wenn 
der Zahl n der Werth 4 beigelegt wird, für jeden Werti. des Para- 
meters R. Für andere Werthe der Zahl n sind diese Curven, wie 
eine nähere Untersuchung zeigt, symmetrisch - aiSn. 

Der Krümmungsradius der krummlinigen Theile der Begrenzungen 
der Bereiche XJ und V in den dem Punkte c entsprechenden Punkten 
hat die Grösse ^ \/2 = 0,3536. 

Die Figuren 55, 59, 61, 62, 63 beziehen sich auf dieselbe Längen- 
einheit. Nack einem von Kiemann herrührenden Lehrsatze beträgt 

*) Siehe S, 88 und S. 115 dieses Bandes. 
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der Pläeheninlialt des Fläeheiistückes M die Hälfte der Summe der 
Fläoheaiiilialte der Bereiche U, V, W. 

4. 
Herleitung eines Hülfssataes. 
Es mögen s , s, zwei complexe veränderliche Grössen , denen nur 
conjugirte "Werthe beigelegt werden sollen, f(s), F(s^) zwei analytische 
Functionen derselben , x, y zwei reelle veränderliclie Grössen bezeich- 
nen. Es wird vorausgesetzt, dass zwischen den Grössen s, s„ x, y die 
Gleichung 

bestehe. 

Bei der geometrischen Darstellmig der complexen Grössen s,s^, 
x-{-yi ergibt sieb im Allgemeinen eine punktweise Beziehung derje- 
nigen Bereiche auf einander, deren Punkte die "Wertbe der complexen 
Grössen s,s^, x-^yi geometrisch darstellen. Diese drei Bereiche mögen 
beziehlich mit S, S,, Q bezeichnet werden. 

Die Beziehung des Bereiches Q aiif den Bereich S ist nur dann 
eine in den kleinsten Theilen ähnliche, wenn sich entweder die Function 
F{s^), oder die Function f{s) auf eine Constante reducirt. Jenachdem 
der erste oder der zweite dieser beiden Fälle eintritt, ist die conforme 
Abbildung eine in den kleinsten Theilen gleiclistimmig oder ungleich- 
stimmig ähnliche. 

Die durch die angegebene Gleichung vermittelte Beziehung zivi- 
sohen den betrachteten drei Bereichen kann , auch wenn keine der 
beiden Functionen F{s,), f(s) sich auf eine Constante reducirt, in ähn- 
licher Weise durch Ziihülfenahme von HiUfsvorstellungen der An- 
schauung näher gebracht werden, wie dies im Falle der durch eine 
Function complexen Argumentes vermittelten conformen Abbildung 



An die Stelle der Äehulichkeit tritt hierbei Affinität der 
kleinsten TheUe derauf einander bezogenen zweidimensionalen Gebiete. 

Es ergibt sich auf diese Weise eine gewisse Verallgemeinerung 
des Begriffes derjenigen Uiemannschen Flächen, durch welche con- 
forme Abbildungen zweidimensionaler Bereiche auf einander veran- 
schaulicht werden. Während bei diesen letzteren die Singularitäten 
vorzugsweise in dem Auftreten von Windungspunkten bestehen, 
können bei den hier zu betrachtenden Flächengebilden auch Umfal- 
tungen auftreten. 
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Wenn die Betrachtung auf den Fall beseiränkt wird, in welchem 
die beiden Functionen f(s) und F(sJ innerlialb der Gebiete S,Si den 
Charakter ganzer Functionen besitzen, so sind nur diejenigen Stellen 
als singulare zu bezeichnen, für welche die Beziehung 

fis) 1 = 1 r'c.) 1 

besteht. Hierbei wird an der Voraussetzung festgehalten, dass die 

Grrössen s, s, nur conjugirte "Werthe annehmen sollen. 

Der Fall, in welchem die vorstehende Grleichung für alle Paare 

zusammengehörender "Werthe der Grrössen s , s, erfüllt ist , kann als 

Ausnahmefall von der Betraehtmig ausgeschlossen werden. In diesem 

Falle ergibt sich nämlich, wenn mit F^(s)' die zu der Grosse F{s,) 

F'(s) 
conjugirte complexe Grösse bezeichnet wird, dass der Quotient '— 

für alle Werthe des Argumentes s den absoluten Betrag 1 hat , sich 
demnach auf eine Constante e"'^ redueirt. , 

In Folge dieser zwischen den Functionen f'(s) und F[ (s) beste- 
henden Beziehung ergibt sich die Grleichung 

FJ„) = e-"f{s) + C', 

wo C eine Constante bezeichnet. Es ergibt sich dann, wenn mit 
fii^i)) ^'i ^^ ^^ ^^^ Grrössen f{s), 6" conjngirten complexen Grössen 
bezeichnet werden, dass die Gleichung besteht 

x + yi = /^(s)+e-'VXsJ+C; = e-'^\e''f{s)^e-''as,)\+C[. 

Hieraus ergibt sich aber, da die Klammergrösse für alle in Be- 
tracht kommenden Werthepaare s, s, reelle Werthe hat, dass das den 
zweidimensionalen Gebieten S , S, entsprechende Gebiet Q nur ein 
eindimensionales ist und sieh auf eine geradlinige Strecke redueirt. 
Wenn also von diesem Falle als einem Ausnahmefalle abgesehen wird, 
so ist die Gleichung 

t /■■(») I = I -f(ä,) I 

innei.'halb des betrachteten Gebietes mit Einschluss der Begrenzung 
desselben nur in einzelnen Punkten oder längs einzelner Linien erfüllt. 
Jeder im Innern des Gebietes S liegenden Linie, längs welcher 
diese Gleichung erfüllt ist, entspricht die Rückkehrcurve einer Falte 
des Gebietes Q, d. h. einer Linie, längs welcher zwei übereinander 
liegende Theile des Gebietes Q, eine Falte bildend , mit einander zu- 
sammenhängen. Ein Windnngspunkt tritt in der, das Gebiet Q geo- 
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raetriseb darstellenden Mäche iiixr dami auf, wenn innerhalb des G-e- 
bietes S die Gleichung 

rw = F'fe) = 

befriedigt wird. 

Analogerweise , wie zwischen gleichstimmiger und ungleichstim- 
miger Aehnlichkeit, kann auch zwischen gleichstimmiger und ungleich- 
stimmiger Affinität der kleinsten Theile unterschieden werden. Zwi- 
schen den in der Umgebung eines bestimmten "Werthes s liegenden 
Theilen des G-ebietea S und den entsprechenden Theilen des Gebietes 
Q findet gleichstimmige oder iingleichstiminige Affinität statt, jenach- 
dem f'{s) dem absoluten Betrage nach grösser oder kleiner als 
F'(s,) ist. 

Die Ordnungszahl des Zusammenhanges des Bereiches Q ist gleich 
der Ordnungszahl des Zusammenhanges des Bereiches S, 

Es besteht also der Hülfssatz: "Wenn die < 



/■(») I = I -FK») I, m = o 

innerhalb des G-ebietes S an keiner Stolle befriedigt werden , so ent- 
spricht diesem Grcbiete S in Tolge der Gleichung 

x + pi = f(s) + F(s,) 

ein in seinem Innern keinen Windungspunkt und keine Umfaltung ent- 
haltendes Gebiet Q, für welches die Ordnungszahl des Zusammen- 
hanges gleich ist der Ordnungszahl des Zusammenhanges des Ge- 
bietes S. 

Anwendung des Hiilfssatzes. Erklärung des Bereiches Q*. 
Der im Vorhergehenden bewiesene Hülfssatz kann dazu dienen 
die Gestalt der orthographischen Projection des Miuimalflächenstückes 
M* auf die Aequatorebene « = zu untersuchen. Wenn x, p, U, V 
die in. den Gleichungen (A.) erklärten Functionen bezeichnen, so be- 
steht die Gleichung 

x + yi = mu+mv. 

Wii'd die Grösse x + pi auf die Form f(s) + F(s^) gebracht, so 
ergibt sich 



y/is-H- «•)-(»-+«•) v'(a^>n-)-(sr+»;) 
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Bei der BeschrarLkung der VeränderKcbkeit der complexen GrrÖsae 
s auf das Gebiet S* sind die Punkte des Einbeitskreiaes die einzigen, 
für welche die Grleielinrig 

I m I = 1 F'M I 

befriedigt ist. Innerhalb des Gebietes S* liegt keine "Wurzel der 
Gleichung f'{s) = 0. Das Gebiet Q*, welches dem Gebiete S* bei 
der durch die Gleiebung 

x + yi = diU+mV = fis)-\-F{s,) 
vermittelten Beziehung entspricht, ist demnach ein zweifach zusam- 
menhängender Bereich , welcher in seinem Innern keinen "Windungs- 
punkt, wohl aber eine dem Einheitskreise der s-Ebene entsprechende 
Falte enthält. 

"Wird die Veränderlichkeit der complexen Grösse s auf dasjenige 
Gebiet S beschränkt, welchem das Minimalflächensttick M entspricht, 
so ist das entsprechende Gebiet Q ein einfach zusammenhängender in 
seinem Innern keinen singuläreu Punkt enthaltender Bereich, welcher 
einen Theil der Ebene, deren Punkte die eomplexe Grösse x + yi geo- 
metrisch darstellen, d, b. die Aequatorebene ^i = 0, lückenlos und 
einfach bedeckt. Den der Begrenzung des Flächenstückes M ange- 
hörenden Cur venstr ecken ab, cd und der geraden Strecke da ent- 
sprechen die geradlinigen Theile a"i, cd", dl'a" der Begrenzung des 
Gebietes Q (Figur 64). Die der Begrenzung des Flächenstückes M 
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angehörende Ciirvenstrecte h c fällt mit der der Begrenzung des Be- 
reicHes Q angehörendeii Curvenstrecke hc zusammen. 

Das G-ebiet Q* besteht aus 4n Flächenstücken, von denen die eine 
Hälfte dem soeben beschriebenen Flächenstücke congi'uent, die andere 
Hälfte zu demselben symmetrisch ist. Durch die Substitutionen 



geht x + yi in. (x+i/i)e^''' über. Bei den Substitutionen 

s I' — s |l — 

bleibt x + yi ungeändcrt. Bei der Vertausehung von s i\nd s, geht 
x + yi in x~yi über. 

Die beiden Begrenzungslinien der das Grebiet Q* geometrisch 
darstellenden zweiblättrigen Fläche sind zwei regelmässige den Hand- 
linien des Minimalflächenstückes M* congruente )j-seitige Polygone. 

Zwischen dem Minimalflächenstiicke M* und dem G-ebiete Q be- 
steht ein punktweises gegenseitig eindeutiges Entsprechen. Aus den 
die Gestalt des Gebietes Q* betreffenden Untersuchungen ergibt sich, 
dass das MinimaMächenstück M* ausserhalb eines Cylinders liegt, 
dessen erzeugende Gerade der s-Axe des Coordinatensystems parallel 
sind und dessen Leitlinie mit dem Aequator des Flächenstückes M 
zusammenfällt. 

6. 
Untersiichung der Gestalt des AecLuators. 

Die den Aec[uator des Minimalflächenstückes M* bildende in der 
Ebene ^^ ^ liegende Cnrve besitzt n durch den Mittelpunkt von M 
hindurchgebende Symmetrieaxen. Die Schnittpunkte der Symmetrie- 
axen mit dem Aec[uator können Seheitel desselben genannt werden. 

Die Punkte 6 und c der Begrenzung von il sind zwei solche 
Scheitel, deren Abstände vom Mittelpunkte mit SR' und SR" bezeichnet 
wurden. Der Abstand eines beliebigen Punktes des Aequators vom 
Mittelpunkte kann der zu diesem Punkte gehörende Radius genannt 



Um zu beweisen , dass dieser Radius n Minima und n Maxima 
besitzt , welche für die Scheitel des Aequators eintreten , genügt es, 
darzuthun, dass, wenn ein Punkt P die Ciirvenstreeke b c des Aequa- 
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tors dureliläuft , der zu diesem Punkte gehörende Radiua beständig 
zunimmt. Dies kann wie folgt gezeigt werde]i. 

Der geometrischen Bedeutung der Grösse s zufolge , deren abso- 
luter Betrag für die Punkte des Aeqnators den "Wertk 1 hat, bestimmt, 
wenn s = e'^' gesetzt wird, die Grösse ^x + <p den Unterschied der 
positiven Richtung der Tangente des Aequators in dem, dem Werthe 
<p entsprechenden Punkte P und der positiven Richtung der a;-Äxe 
des Coordinatensystems. Der Krümmungsradius q des Aequators in 
dem Punkte P stimmt iiberein mit dem Hauptkrümmungsradius des 
Minimalflächeu Stückes M* in demselben Punkte i\nd zwar ergibt sich 



ViT^' + J?"— SCOSM^ 



Wenn die Grösse y stetig zunehmend alle Werthe von bis a 
durchläuft, uiramt^die Länge des Krümmungsradius von dem Werthe 



bis zu dem Werthe 



beständig ab. Es sind daher die Werthe, welche die Grösse — ^ — - 
für die dem Intervalle < ^x ß angehörenden Werthe der Grösse ^ 
annimmt, negativ. 

Es bestehen nun , wenn x,p die Coordinaten des dem Werthe 
s = e^ entsprechenden Piinktes P des Aequators bezeichnen, folgende 
Gleichungen : 

dx = — (qp) sin 9) rfg) , dy = q {{p) cos fpd(f), 
cQS(pdx + &iü<pdy = 0, cofiipdy—siiMpdx = Q{cp)dip, 
{^■} -.7) /.?. 

Wird für 9i' sein Werth 

cotg aj Q{%)'Mä%dx+j p{j;)sinxdx 
gesetzt, so ergibt sich 
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X = Qotga j Q(x)cosxdx+aoseGa I q{z) cos {a—x)dx, 
-ijCQsa =j Q ix) cos {a-x)dx, 



X cos (p-\-y sm 9) ^= 
= cosec 



,f. 

yc(iii(p~xsvü.(p = 

= cosee«!^ / Q{x)cosxsui{c(-(p)dx— I Q{x)^:m(pcoä(K-x)<^%\- 

Dnrcli tkeilweise Integration kann die letzte der vorstellenden 
Grleicliiingeii übergeführt werden in die folgende 
y cos tp~~x sin ip =: 

= — oosecßM amxsm(a-^)di?(%)+j sin^ sin{«-j;)(?9(z)J, 
,f. 

aus welcher sich ergibt, dass die Grösse ^ cos 9— 3: sin 9 für alle dem 
Intervalle < 9X « angehörenden Werthe der Grösse <p positive 
Werthe besitzt. 
Das Integral 

J p(z)co3(«— x)% 
f 
bedeutet den Abstand des Punktes P des Aequators von der Synime- 
triease a;sina— ycosß =^ 0. 

Es bestehen die Gleichungen 

x^+y' = (xc:oäfp+f/sm(py+{t/co&(p—xsiii^y, 

^3! cos q) + y3mq>) ^ 

■j-{poos(p-'Xsmrp') = -~(xcos(p+ysmip) + Q{(p), 
d , ,-5 — -,- , ', V cos w —X sin (p 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da die Ableitungen 
^- ^^'+ y\ -^ (« cos 9. + j/sin y) 
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für die dem Intervalle <c 9!) ■< « angehörenden Werthe der Grösse <p 
positiv sind, folgender Satz: "Wenn die veränderliche Grösse g> 
stetig zunehmend alle Werthe des Intervalles < 95 <: r durchläuft, 
so durchläuft jede der beiden Grössen 

^a;'+ y^ und 3; cos 93 + «/ sin tp 

ebenfalls stetig zunehmend alle Werthe des lutervaUes vonSR' bis W. 
Die Grieichungen 

P = ic cos y + ;/ sin qs , q = ?/ cos q^— «sin q:) 

sind, wenn den Grössen jj,2 die Bedeutung des Eadius veotor, der 
Grösse fp beziehungsweise der Grösse ^Ä-i-(p die Bedeutung des Polar- 
winkels beigelegt wird, die Polargleichungen der Fusspunktcnrve des 
Aequators und der Fusspunktcurve der Evolute des Aequators für 
den Coordinatenanfangspunkt als Pol. 

Der Aequator des Minimalflächenstückes M* ist eine einfache, 
geschlossene, convexe Curve. 

7. 

Kinführung der den Minimalf Jächenstücken M*(^} ähn- 
lichen Minimalflächen stücke '§Jt*{i?). 

Um die Gesammtheit der Gestalten besser überblicken zu können, 
welche das Minlmalflächenstück M* für verschiedene Werthe des Pa- 
rameters B annehmen kann, ist es zweckmässig, ausser dem Minimal- 
fläehenstücke M* ein demselben ähnliches und in Bezug auf den Coor- 
dinatenanfangspunkt als Aehnlichkeitspimkt ähnlich liegendes Minimal- 
flächenstück "§il* zu betrachten. 

Es wird hierbei festgesetzt, dass, wenn x\y',s' die Coordinaten 
eines Punktes von "gil*, x,y^s die Coordinaten des entsprechenden 
Punktes von M* bezeichnen, die Gleichungen 



bestehen sollen. Wenn es nöthig ist , bei der Bezeichnung "gil den 
Werth des Parameters JE anzugeben, auf welchen dieses Elächenstück 
sich bezieht, so soll derselbe in Klammern gesetzt zu dem Zeichen 
"^ hinzugefvigt werden, so dass "Sil*(-ßo) dasjenige Minimalflachen- 
stück "gJI* bezeichnet, welches dem Werthe ü„ des Parameters ent- 



spricht. 
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Die Begrenzung jedes Mimmalfläcienstiickes ■§(l*{fl) besteht aus 
zwei getrennten Theilen; jeder dieser Theile ist ein regelmässiges, 
einem Kreise vom Radius Eins umsofirielDenes «-seitiges Polygon. 

Der Abstand jedes dieser beiden Polygone von der Aequatorebene 
ist gleich dem Werthe des Quotienten -^. 

Es soll nun bewiesen werden , daas , wenn ü, , 11^ zwei der Be- 
dingung 

< B, < iJ, < 1 

genügende "VVertlie des Parameters E bezeichnen , der Aequator des 
Minimalflächenstiickes '§41* (ÜJ den Aequator des Minimalflächenstückes 
■§ß*(ij,) völlig umscbliesst. 

Hierzu reicht es aus, darzutbun, dass, wenn die Grössen p,x,i/ 
die im vorhergehenden Artikel erklärte Bedeutung haben, für jeden 
dem Iirtervalle 

< gXß 

angehörenden Wertb der Grröaae tp die G-rÖsse 

p 3! cos ^ + 1/ sin 9 Xx + Yy 

~L ~ X ~ L ' 

als Function des Parameters E betrachtet, stets gleichzeitig mit dem 
Werthe des Parameters zunimmt und abnimmt. Ueq diesen Nachweis 
zu führen, kann man von don Grleichungen 

X = L-^"coso:+j e{x)smxdx, 

ij = Lt^a—Wsmu— j Q{%)aos,%d% 

ausgehen , aus welchen sioli 

p = X cos ip ■{- y ^ia (p = Xx + Yy 

= LseeK(ios(a—(p)-~^"cos{cc—if>)+l &(x)^^^(x~-'P)^X 
f 
und, wenn der Wertb des Integrals 

mit % {^) bezeichnet wird , 
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-)-?[' 



C08(«-(p) sg 



Ii?>)l 



(K.) 
ergibt. 

Der erste der beiden Bestandtheile der Grösse ^ ist von dem 
Wertlie des Parameters B unabhängig ; jeder der beiden Faetoren des 
zweiten Bestandtheiles hat die Eigenschaft, dass sein absoluter Be- 
trag abnimmt, wenn der "Werth des Parameters B zunimmt. Von 

SB" 
dem Factor ^^ wurde dies bereits bewiesen. Dass auch der zweite 

Factor dieselbe Eigenscbaft besitzt , Isann wie folgt gezeigt werden. 
Die Grrösse %{(p) erlangt den grössten Werth, den dieselbe für die 
dem Intervalle 0^q5<a angehörenden Wertbe der Grösse (p an- 
nehmen kann, für den "Werth qo = 0, nämlich den Werth 



j ?(3;)sinj;'?x = '^■ 



In Folge der Gleichung 

% + ^' = Wcos« 

ist Ti^TT stets kleiner als cos k , mithin ist nm so mehr J:„ kleiner 
SS so 

als cos(k — g)), folglich hat die Grösse 

cos(r-^) ^ 

stets einen positiven Werth. Der Ausdruck 



dB V 8" V " 



ist gleich dem Wcrthe des Eoppelintegrals 



> dB 



I'f 



nisT—S" ) ( r~'—r)sm(x~fp)ir-"-\-r"+2cosnx)älogrdx 



mmtlich positive Werthe hahcn. Es nimmt aus 
diesem Grunde der Quotient — -^- 



dessen Elemente 

~^, als Function des Parameters ü 
o 
betrachtet, stets gleichzeitig mit dem Parameter zu iind ab. 
Hieraus ergibt sich, dass die Grösse 



Xx + Yy 
L ' 
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als iFunction des Parameters R "betrachtet, beständig zunimmt, wenn 
R beständig zunehmend alle Werthe des IntervaUes <: iJ <: 1 durch- 
läuft. Da für alle dem Innern des IntervaUes <: 7? ■< 1 angehö- 
renden Werthe des Parameters die Ableitungen 



dR 



(f) -^ Ä(-("-)-^) 



von Kvill verschiedene negative Werthe haben , so besteht der Satz : 
Für alle Werthe der Grösse rp und für alle dem Innern des Inter- 
vaUes ■< i? «c; 1 angehörenden Werthe des Parameters R hat die 
partielle Ableitung 

dB l L J 

von Null verschiedene positive Werthe. 

Aus diesem Satze ergibt sich, dass die Pusspunktcurve des 
Aequators des Minimalflächenstückes '§il*(iJ3) die Fusspunktourve des 
Aequatora des Minimalflächenstückes 'gil*(R,) ganz umscLliesst, 
vorausgesetzt, dass für beide Fusspunktcurven der Coordinatenanfangs- 
punkt zum Pol gevrählt wird. Als eine unmittelbare Folge dieser 
Beziehung der beiden betrachteten Fusspunktcurven ergibt sich, dass 
auch der Aequator des Minimalflächenstückes "§jl*(i?3) den Aequator 
des Minimalfläehenstückes '^I*(ü,) ganz uraschliesst. 

Bei dem Uebergange zu dem Greuzwerthe E ^ ergibt sich 
für- jeden Werth der Grösse (p 

,i™, ^- = »■ 

Beim Uebergange zu dem G-renzwerthe R = 1 ergibt sich für 
die dorn Intervalle 

< 9X äß 
angehörenden Werthe der Grösse tp in Folge der Gleichung (K.) 

, . Xx + Yy , , 

Inn jT — ~ = secacosfß — (p). 

Bei diesem Grenzübergange geht also die Fuaspunktcurve des 
Aequators in eine aus n Kreisbogen gebildete krumme Linie über. 

Durch die vorstehende Untersuchung ist zugleich der Nachweis 
geführt, dass die Gcsammtheit der Curven, welche die dem Intervalle 
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<: i? < 1 entsprecheade Schaar von Minimalflächenstücken ■§£!* 
mit der Aequatorebene gemeinsam hat, die riäche eines einem Kreise 
mit dem Radius 1 umschriebenen regelmässigen Polygons von w Seiten 
lückenlos und einfach erfüllt. 



Untersuchung des Ganges des Quotienten 
in dem Intervalle R^-<: B <cl. 
Flächenstücke kleinsten Flächeninhalts 



L 

R, als auch für unendlich kleine "Wertke von l—M ebenfalls unendlich 
kleine Werthc, wie eine besondere Untersuchung ergibt. Für alle 
dem Intervalle < ß < 1 angehörenden Werthe des Parameters B 
nimmt der Quotient -^ ausschliesslich positive Werthe an und besitzt, 
als Function des Parameters B betrachtet, den Charakter einer gaaizen 
Function, 

Hieraus folgt, dass es unter allen Werthen, welche der Quotient 

~T 

Werth beigelegt wird, einen grössten "Werth giebt, welcher mit <n 
oder, wenn auch der Werth der (rrösse n angegeben werden soU, mit 
(o{n) bezeichnet werden möge. 
Der Ausdruck 

welcher eine analytische Function des Argumentes B ist, und für alle 
dem betrachteten Intervalle angehörenden Werthe desselben ebenfalla 
den Charakter einer ganzen Function besitzt, muss daher in diesem 
Intervalle mindestens für einen Werth des Argumentes den Werth 
Null annehmen. Wie eine besondere Untersuchung ergibt, ist 
Hm B{B) = ~ oo. 

Im Folgenden wird bewiesen werden, dass die Gleichung Z)(R) == 
in dem angegebenen Intervalle nur eine einzige Wurzel besitzt. Einst- 
weilen aber möge, indem die Frage, ob die Grleichung D{B) ^ in 
dem betrachteten Intervalle nur eine, oder mehr als eine Wurzel be- 
sitzt, vorläufig noch unentschieden gelassen wird, angenommen werden, 
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dass -K„ die dem Inneren des lutervallos <: i? ■< 1 angehörende, dem 
Wert he 1 zunächst liegende Wurzel der Gleichung D{B) = 
bezeichnen solle. Unter dieser Voraussetzung ergibt sicL , dass die 
Tonction D{E) für alle dem Intervalle iJ„<:jR<:l angehörenden 
Werthe des Parameters It negative Werthe hat und dass daher 

L 

zunehmend alle diesem Intervalle angehörenden Werthe durchläuft. 

Es soll nnn bewiesen werden, dass jedes Miniraalflächenstück 
'^* welches einem dem Intervalle B^ <: JJ <: 1 angehörenden Werthe 
des Parameters entspricht, kleineren Flächeninhalt besitzt, als alle 
demselben hinreichend nahe kommenden, von denselben Handlinien 
begrenzten Flächenstiicke. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Behanptung kann auf 
Grund der Entwickehingen geführt werden, welche in der Abhandlung : 
„lieber ein die Flächen Itleinsten Flächenmhalts betreffendes Problem 
der Variationsrechnung"*) enthalten sind. Diesen Entwickelungeu 
zufolge kommt es nur darauf an, eine für das in Betracht kommende 
Gebiet S*(i?) der partiellen Differentialgleichung 

genügende Function ij>(s,s,;R) der beiden complexen Grössen s, s^ zu 
ermitteln, welche fiir conjugirte eomplexe Werthe dieser Grössen mi 
Inneren des Gebietes S*{2f) sich reg-ulär verhält und sowohl im Inneren, 
als auch längs der Begrenzung dieses Gebietes nur positive, von Null 
verschiedene Werthe annimmt. Sobald die Existenz einer solchen 
Function dargethan ist, ist es möglich, zu dem betrachteten Miniraal- 
flächenatücke 5^ (-R) eine Seh aar benachbarter MinimalflächenstÜcke 
zu constmiren, welche so beschaffen sind, dass der Abstand je zweier 
iinendlich benachbarten Minimalflächenstiicke der Schaär in der ganzen 
Ausdehnung dieser Flächenstücke einschliesslieh des Randes derselben 
eine unendlich kleine Grösse derselben Ordnung ist. 

Für die hier betrachteten Minimalfiächenstücke "gK*(iJ) ergibt 
sich nun eine solche Schaar durch die Ueberlegung, dass die de]i 
Werthen des Parameters B , welche dem Intervalle TJ^, <: JJ < J an- 
gehören, entsprechenden Minimalfläch enstncke ■§£!* -selbst eine solche 



*) Siebe S. 223—269 dieses Bandes. 

^e A-bliandlTiugeii. I. 
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Schaai' von MinimaHlacheiistüokeii bilden, so dass es sich also nur 
darum handelt, den Nachweis zu führen, dass je zwei benachbarte, 
dieser Schaar angehörende Flächenstüche der angegebenen Bedingimg 
wirklich Grenüge leisten. Diese Erwägung führt zu der Bestimmung 
einer Punction 

/T.i X ,f j?^ ^ rXx+Yy + Z^I 
(M.) ■'P{s,s,;E) = ^[ j- J, 

welche dem unendlich kleinen Abstände zweier unendlich benach- 
barten Mmimalflächenatücke der Schaar an der dem Werthepaare s, s, 
entsprechenden Stelle proportional ist. 
Für die "Werthepaare 



fü]' welche die (xrosse s denWerth erhält, geht die durch die i'or- 
stehende Grleiclumg erklärte Function in die Function 

a r Xx+ Yy-i 
dRl L i 

über, welche im Art, 7 nntersncht wurde, Es ergibt sich also aus 
der a.a.O. angestellten Untersuchung, dass die Function »^(s,Sj;JJ) 
längs des Emheitskreises der s- Ebene nicht bloss für die dem Liter- 
valle J?p< -R < 1 , sondern üir alle dem Intervalle <: iJ •< 1 ange- 
hörenden "Werthe von B positive, von NuU verschiedene Werthe Iiat. 
Längs der ganzen Begrenzung des Bereiches S*(7J) ist der Werth 
der Function 

Xx + Yij 
L 

von. dem Werthe des Parameters E unabhängig. 
Für die Werthe 



ergibt sich beispielsweise 



Xx-VYy 



X = L, Y = 0, -^^--^ = X, 

Wird für die eine der beiden Begrenznngslinien des Bereiches 
S*(iJ) s" = r", für die andere s" = r"" gesetzt, wo O^r^Ä an- 
zuuehTnu'u ist, so ej'giht sieb , da die G-rÖsse s an den beiden BegTcn- 
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Zungen beziehlicli 
Wertlie 



die Werthe H, —li, die Grösse Z beziehlieh die 






aünimmt, dass der Werth der Fiiiiction ^{s,s^;JR,) sich längs der Be- 
grenzung des Bereiches S*(B) auf den Werth 

mn) 

reducirt. 

Wird nun die Veränderlichkeit des Parameters H aiif das Inter- 
vall iE^ -< JJ < 1 beschränkt, so liati)(-R) negative, von Null verschie- 
deneWcrthe; e'< ergibt sich also, dass die erklärte Function V(s,*,; -K) 
sowoM längs des Emheitskreiaea , als anch längs der ganzen Begren- 
zung des Bereiches R*(-fi) positive "Werthe hat. 

Hieraus kann nun geschlossen werden, dass die erklärte Function 
^(s, Sil E) im ganzen Bei eiche S*(iJ) nur positive, von Null verschie- 
dene Werfhe anniiiiint 

In Folge dei durch die Gleichung 

■(t(sr',s"';-K) = ii{s,s^;Ii) 

ausgedrückten Eigenschaft der betrachteten Function }p(s, s, : H) genügt 
es, diesen Schluss für aUe diejenigen Werthe der eomplexen Gi'össen 
s, s, zu ziehen, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist. 

Angenommen, es erhielte die erklärte Function ^(s, Sj;E) inner- 
halb desjenigen Theiles des Gebietes S*(iJ), welcher innerhalb des 
Einheitskreises der s-Ebene Ueg't, negative Werthe. Dann müsste die 
Gesammtheit derjenigen diesem Gebietstheile angehörenden Stellen, 
für welche V(s,s,;i?)<0 ist, einen oder mehrere zusammenhängende 
Bereiche bilden, von denen jeder ein Theil der Fläche des Einheits- 
kreises wäre. Jeder dieser Bereiche müsste in Bezug auf die partielle 
Differentialgleichung 






2^ 



ein Grenzbereich, d.h. ein solcher Bereich sein, in dessen Innerem 
sich ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung regulär ver- 
hält und von Null verschieden - bleibt , wähi-eud dasselbe längs der 
ganzen Begrenzung dieses Bei'oiches den Worth Null annimmt. Die 

20* 
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Jriäche des .Kinheitskreisea ist ein solcher (xrennbereicli , wie die 
Function 

J — SSi_ 

zeigt. 

Nach einem im Art. 21 der erwalmten Festschrift bewiesenen 
Satze kann aber ein Bereich, welcher in Bezug auf die angegebene 
Differentialgleichung ein örenzbereich ist, niemals Theil eines an- 
deren Bereiches sein, der in Bezug auf dieselbe Differentialgleichung 
gleichfalls ein Gfrenzbereich ist. 

Hieraus folgt, dass die Annahme, die Function ^(s, 5,;^) könne 
fiir einen dem Intei'valle i?„ < i? ■< 1 angehörenden Werth des Para- 
meters R im Inneren des innerhalb des Einheitskreises der s-Ebene lie- 
genden Theiles des Bereiches S^^R) negative "VYertlie aimelimen, un- 
zulässig ist. 

Die Function il>(s , s,; M) kann hiernach für die dem Intervalle 
R^-<. R <zl angehörenden Werthe des Parameters R im Inneren des 
Grebietea S*{-H) negative Werthe überhaupt nicht annehmen. 

Auch den Werth kann eine solche Function ip{s,s^;R) im 
Inneren des Bereiches S*(-S) nicht annehmen. Denn es besteht der 
Satz, dass ein particuläres Integral der angegebenen partiellen Diffe- 
rentialgleichung, welches im Inneren eines gewissen Bereiches sich 
regulär verhält und negative Werthe nicht annimmt, den kleinsten 
Werth, den dasselbe überhaupt für einen Punkt dieses Bereiches an- 
nehmen kann, stets in einem Punkte der Begrenzung dieses Bereiches 
annimmt. 

Der kleinste Werth , den die erklärte Function ■^(s,s,;R) für 
Punkte des Bereiches S*(ü) annehmen kann, ist dalier der "\yerth 

^kz3- - P(-^) 

1 + R' " U ' 

welcher den gestellten Beclingiuigen zufolge von Null verschieden und 
positiv ist. 

Hiermit ist bewiesen, dass jedes der betrachteten Minimalflächen- 
stücke "^St* , welches einem dem Intervalle J?,, < 7i < 1 angehörenden 
Werthe des Parameters R entspricht, kleineren Flächeninhalt besitzt, 
als jedes andere, demselben hinreichend nahe kommende, von denselben 
ßandlinien begi'enzte Flächenstück. 

Diese Eigensohaff: kommt selbstverstäudlicli auch den Minimal- 
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fläohenstüoken M zu, weiche einem der betrachteten Mnlmallhichen- 
stücke "gd* ähnlich sind. 



U n t e r s n c h n n g des 

Intervalle < iJ < 

Intervalle <: B<:Il„ zu untersuchen. 

Es bezeichne e eine veränderliche Grösse, deren Veränderlichkeit 
auf Meine positive Werthe beschränkt ist. Es ist, wenn dem Para- 
meter der Werth E = E^~s beigelegt wird, das Vorzeichen der 
Grösse D(Bg—e) zu bestimmen. 

Die &rÖsse D{B^—e) kann nicht constant den "Werth Null haben, 
denn es ist J3{ü) eine analytische Function des Parameters M. Es 
kann aber auch die Grösse i)(iä„—£) nicht negativ sein. Demi, ge- 
setzt, es wäreD(jR„— e) negativ, so würde die Function tj){s,s^;B^-E') 
längs des Einheitskreises der s-Ebene und längs der ganzen Begren- 
zung des Bereiches S*(B„—£) positive "Werthe haben. Es wüi'de 
hieraus gerade so, wie im vorhergehenden Artikel, gefolgert werden 
können, dass die Function iif(s, s,; JJ„— £) auch im ganzen Inneren des 
Bereiches S*(-R„— f) positive "Werthe annehmen müsste. Dann würde 
aber eine der angegebenen partiellen DilFerentialgleichung genügende 
und im Inneren des Bereiches S*(E£,) sich regulär verhaltende Function, 
nämlich die Function ^(s, s, ; JJ„— f), existiren, welche im Inneren und 
längs der ganzen Begrenzung des Bereiches S' (B^) nur positive, von 
Null verschiedene "VVertbe annähme; es könnte in Folge- dessen der 
Bereich S*(B(,) kein Grenzbereicb sein. Wegen dieses Widerspruches 
ist die Annahme, dass BlB^—e) •<() sei, unzulässig. Hieraus folgt, 
dass D{iJj,— e) einen positiven Werth haben muss. Es entspricht 
also, da D{B,—e)>-0, D{B^+£) <; Ü ist, dem Werthe E ~ B^ ein 
Maximum des Quotienten -^. 

Gesetzt nvin , es läge in dem Intervalle <; i? <; Ü„ eine , oder 
mehr als eine Wurzel der Grleichung D{B) = 0. Unter dieser Vor- 
aussetzung möge die diesem Intervalle angehörende, dem Werthe B^ 
zunächst liegende Wurzel mitJJ^ bezeichnet werden. Die Function 
D(B) nimmt für die dem Intervalle B'^-^B < B„ angehörenden 
Werthe des Parameters nm- positive Werthe an. Die dem Wertke 
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R[ entsprechende Function ■ii>{s,s^]B,\) besitzt der früheren Ermitte- 
lung zufolge längs des Einlieitskreises der s-Ebene positive, von Niül 
verschiedene Werthe , längs der ganzen Begrenzung des Bereiches 
S*(iJo) hingegen würde dieselbe den Werth Null annehmen. Es kann 
aber die Eimctioii i3{s, s,; S,[) weder im Inneren des Bereiches S*(iJ;) 
beständig positive Werthe, noch für einzelne Theile dieses Bereiches 
negative "Werthe annehmen. Das Erstere würde der Eigenschaft des 
Bereiches S*(i^J, ein Grrenzbereich zn sein, widersprechen, da die 
Function ii'(s, *■„; iJ^) im ganzen Imieren und überdies längs eines 
Theiles der Begi'enzung des Bereiches S*(iJ„) positive Wertlie an- 
nehmen würde, was bei einem Grenzbereiche nicht eintreten kann. 
Das Letztere würde unvereinbar sein mit dem Satze , daas für die 
angegebene Differentialgleichung kein T h e il eines Grreuzbereiches, 
nämlich des Inneren, beziehungsweise des Äeusseren des Einheitskreises, 
gleichfalls ein Grenzbereich sein kann. 

Es ist hiermit dargethan, dass die transceudente Gleichung 
D{B,) = überhaupt keine dem Inneren des Intervalle» 0-<J^<:JJ„ 
angehörende Wm-zel besitzt; folglieh hat die Function D{B,) für die 
diesem Intervalle angehörenden Werthe des Parameters B positive 
Wei'the. Der Quotient -y- nimmt daher, wenn der Parameter H stetig 
zunehmend alle Werthe des IntervaUea <: R »c if„ durchläuft, eben- 
falls beständig zn, erreicht seinen grössten Werth w für M = i?„ 
imd nimmt , wenn S stetig zunehmend alle Werthe des IntervaUes 
iJ„-<iä<:l durchläuft, beständig ab. Der Quotient -^ nimmt hier- 
nach jeden positiven Werth, welcher kleiner als et ist, für zwei und 
mu" für zwei dem Litervalle 0<ii<l aiigeliörende Werthe des Pa- 
rameters It an. 

Pur alle dem Intervalle < jK <c -ß, angehörenden Wertiie des 
Parameters E hat die Function il;{s,s/,R) längs der ganzen Begren- 
zung des Bereiches S*(iJ) negative, längs des im Inneren des Be- 
reiches liegenden Einheitskreises positive Werthe. 

Hieraus folgt, dass im Inneren jedes diesei' Bereiche S"(J^) zwei 
geschlossene Linien liegen, längs welcher die Function ^(s,5,;Jä) den 
Werth Null annimmt. Eine dieser beiden Linien liegt innerhalb, die 
andere liegt ausserhalb des Einheitskreises der s-Ebene. Die Geaammt- 
heit derjenigen, dem Inneren des Bereiches S*{iJ) angehörenden Stellen, 
für welche die Fimction i('(s, s,; E) positive Werthe oder den Werth 
Ntill annimmt, bildet für die angegebene Differentialgleichung einen 



y Google 



Ufeber siieoielle uweifacli zusummenliiingende Miuimalfläclieiistücfee. 311 

örenzbereieli. Da dieser Grenzbereich ein Theil des Bereiches ^"(E) 
ist, ao ergibt sich auf Grrand der in der Sekrifi „lieber ein die Flächen 
kleinsten Flächeninhalts betreffendes Problem der Variationsrechnung" 
enthaltenen Entwickelungen*) dass unter den dem Intervalle <c E < E„ 
entsprechenden MiQiniaIflächenstücken^*(i?) kein einziges die Eigen- 
schaft besitzt, kleineren Flächeninhalt zu haben, als alle ilnn hin- 
reichend nahe liegenden, von denselben Randhnien begrenzten Flächen- 
stücke. 

Den beiden Carven innerhalb des Gebietes S''(jR) , längs welcher 
die Gleichung ■ii>{s,s^;B) = erfüllt ist, entsprechen zwei auf dem 
MinimaMächenstück ■§K*(iS) liegende und in Bezug auf die Aeq;uator- 
ebene desselben zu einander symmetrische Curven, welche mit C{B) 
bezeichnet werden mögen. Längs der Curven C'(-B) wird das Minimal- 
flächenstiick '^*{M) von den ihm unendlich benachbarten, der be- 
trachteten Schaar angehörenden Fläehenstiicken geschnitten. 

Der geometrische Ort der Ciu'ven C{B) ist eine krumme Fläche 
$, welche von den dem Intervalle -< E <. B^ entsprechenden Mini- 
malflächenstücken '^it{B) eingehüllt wird. 

Die Hüllfläche ^ wird begrenzt von den beiden Begre]izungslinien 
des MnimaMächenstückes "^l*(B„). 

Für kleine Werthe des Parameters M besteht die Gleichung 

in welcher (E) eine Grösse bezeichnet, welche für unendliuh kleine 
Werthe des Parameters E ebenfalls imendlich klein wird. 

Unter derselben Voraussetzung besteht, wenn die Veränderlich- 
lieit der Grösse s der Beschi-änkUng imterworfen wird , dass iiir 
lim E ^ auch 

lim i -"^'P^'- I = 

ist, die Gleichung 

in welclicv 

(--i^m 

*) Siebe S. 259 dieses Bauiles, 
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eine Grösse bezeichnet, welche ffii' alle unendlich kleinen Werthe tlcr 
"beiden Grössen 



2?""+ fi" 



ebenfalls naendlioh lileine Werfche hat. 

Hieraus ergibt sieh, dass ein Minimalllächenstüek ^lX*(i;) Am 
der Grieichung 



g(.') • 



»iXi + S , 



entsprechenden Catenoid um so näher kommt, je kleinere Werthe 
dem Paiumeter R beigelegt werden, wenn bei diesem Grenzübergange 
die Betraohtnng ant' einen solchen Theil des Minimalflächeiistückes 
"§K (-R) beschränkt wii'd, füi" welchen die angegebene, die Grösse 

s-"+ s" 

ir"+ii- 

beti'effende Vüraussetzimg sintrifFt. 

Hieraus folgt, dasa die erwähnte HiillHächo O m demjenigen 
Theile, welcher imendlieh kleinen Werthon des Parameters H ent- 
spricht, nähernngsweise dieselbe Gestalt besitzt, wie der die betrach- 
tete Schaar ähnlich liegender Catenoide einhüllende Rotations - Kegel, 
dessen Gleichung 

x' + i/ = c^s'- ist. 

Bezeichnet h die einzige positive "VVnrzel der Gleichung 

{^+e-')-h{^-~e-'') - Ü, 

deren Werth angenähert 1,1996786 ■ ■ ■ ist, so wird der "\Vei'th dei' 
Gonstante c diu'ch die Gleichung 



e'+e" 



~-~ = 1,50888 . 



bestimmt. 

Die Hüliflächc '^ enthält Inernach den Mittelpunkt aller der be- 
ti'achteten Schaar angehörenden Flächenstücke; derselbe iyt ein üoni- 
scher Doppelpunkt dei' Fläche 0. Die Gleichung 
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ist die Gleichung desjenigen Kegela, weldier die Fläche <t> im Coordi- 
natenanfangspunkte einhüllend beriUu't. 

Es besteht qlso die HiülÜäche $ rhh zwei trichterförmig gcötal- 
teten, in Bezug auf die Aeqnatoi'ebene zu einander symmetrisch lie- 
genden Theilen, welche im Coordinatenajifangspilukte mit einander 
zusammenhängen. 

Die Beti'aebtungeu, welche Herr Lindelöfiu seinem Lebrljucbe 
der Variationsrecbnniig auf den Seiten 210 — 214 in Bezug auf eine 
Sehaar ähnlich liegender Catenoide mit gemeinsamem Mittelpunlit an- 
gestellt hat, gestatten eine sinngemässe Anwendung auf die dem 
Intervalle 0<:-B^J?o entsprechenden Minimalüäcbenstlicke "§il*(ü). 

Werden zwei giii'telfijrmige Streifen der Hüllliäehe <&, welche 
einerseits von je einer der Begi-enzimgsliiiien des Minimalflächenstiickcs 
"|H*(2fo), andererseits von je einer der beiden Cnrven G{B) begrenzt 
werden, diu'ch das gurtelfönnige, von den beiden Curven C(iJ) begrenzte 
Stück des Fläcbenstückes ■§R*(iJ) mit einander verbunden, so entsteht 
ein zweifach zusammenhängendes Flächenstück, welches nut W{E) be- 
zeichnet werden möge. 

Das Mächenstück W(E) hat für jeden dem Intervalle •< li ■< li„ 
angehörenden "Werth des Parameters B mit dem Miubualflächenstüeke 
■^il (K(,) die Begrenzung gemeinsam und besitzt ebenso grossen 
Fläoheniülialt, wie dieses. Da das Flächenstück ^P(ll) nicht in seiner 
ganzen Ausdehnung ein MinimalÜäcbenstück ist , so gibt es in belie- 
biger Nähe desselben solche Mäcbenstucke , welche von denselben 
ßandlinien begrenzt werden und kleineren Flächeninhalt haben, 
ale das Flächenstück W(B). Aus dem Umstände, dass diese Flächen- 
stücke dadvirch, dass dem Parameter B ein dem "Wertbe B„ hinreichend 
nahe kommender Wertk beigelegt wird, dem Flächenstücke /gSl (Äj 
in der ganzen Aiisdehnmig desselben beliebig nahe gebracht werden 
können, ergibt sich, dass dem Minimalflächenstücke "§41 (R„) die Eigen- 
schaft nicht zukommt, kleineren Flächeninhalt zu besitzen, als alle 
ihm hinreichend nahe konunenden, von denselben ßandiiuien begrenzten 
Flächenstücke. 

Hieraus folgt: 

Die dem Intervalle 7^,, < ii <. 1 imtsprc eben den Miiiiinallläi;lK'.n- 
stücke 'gd* (ü) und M" (M) sind die einzigen, den betrachteten 
Schaaren von Minunalflächen stücken angehörenden FJächen stücke, 
welche die Eigenschaft haben, kleineren Flächeninhalt zu besitzen, als 
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alle denselben hinreichend nahe kommenden, von denselben beiden 
regelmässigen w-seitigen Polygonen begrenzten Flächenstüeke. 

Aus der vorstehenden Untersnchiuig hat sich ergeben, dass, wenn 
E^ einen dem Intervalle < Pj -c JJ„ angehörenden "Werth des Para- 
meters B bezeichnet, es stets einen und nur einen dem Intervalle 
E„'<E^'<1 angehörenden Werth R^ des Parameters gibt, für Vielehen 
das Verhältniss -j- denselben Werth besitzt, wie für den Werth 
E =a i?j. Die beideu zweifach zusammenhängenden Minimalflächen- 
stüoke '§ft*(-Ri) und '§K*(iis) haben dieselbe Begrenzung, aber nur 
das Minimalflächen wtüeh ^ät*(-/fs) ist ein Flächenstück kleinsten Mächen- 
iiihalts. 

tu. 

U e b e r g a n g zu der ö r e n z e u = co. 
Werthe der (Iroasen E, und « für den l^ill n = 4. 
Der Uebcrgang zu der Grenze lim n = co kann , \"Oi'ausgesetzt, 
dass die Veränderlicbkeit der Grösse s auf das Gebiet 

J-; < I s I ■< i?-^ 

Ijescliiiinkt wird, stnfGri\nd der folgenden Formeln ausgeführt wei'den, 
Für lim n = oo bestehen die Gleichungen : 



lim iri 
lim II- i 
(N.) lim ir-' 

iiüi li-'^ 
lim K-i 



L = M-'+l{, 

, ^ 3l21og(6-). 

Bei diesem Grenzübergange geht also jedes MinimalHächcnstüek 
■§il*(fl) in eine dem Gebiete 

entsprechende Zone desjenigen Catenoids über, welches der diirch die 
Gleichung 

bestimmten Function ^(s) entspricht. Für diesen Grenzfall, welcher 
experimentell von Plateau, mit den Hülf smitteln der Variationsrech- 
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muig zuerst von Herrn Liiidelüf uiitersuelit wuj'ile. ergibt wicli 

L It-'+li ' 

Der vorstehenLle Ausdruck erlangt seineu grössten Wcrtli 

0,(00) = 0,662744- • flu' logJT' = logJC = 1,1996786 ■ ■ 
li, = 0,30129 . . = tg 16''461",5. 

Durch die ExperimentaluntersuolmngenPlateaiVa ist die TJübcr- 
einatimmung festgestellt worden, welclie auf diesem XJntersvichungs- 
gebiete zwischen dem Ergebnisse der theoretischen Untersuchung und 
dem Ergebnisse des Expeiiments besteht. 

Dieselben Zahlen , welche theoretisch die Grenze beBtimmeii , bis 
zu welcher gewissen Minimalflächenstücken in dem angegebenen Sinne 
die Eigenschaft des Meinsten Elächeuinhalts wirklieh zukommt, be- 
stimmen zugleich die Grenze der Stabilität flüssiger Lamellen, deren 
Gestalt durch geeignete Vorkehrangen mit der Gestalt jener Minimal- 
flächenstücke zur Uebereinstimmung gebraclit worden ist. 

Um eins der Hauptergebnisse der in der vorliegenden Abhandlung 
mitgetheilten Untersuchung fiir einen anderen "Werth der Zahl n, als 
den Grenzwerth n = 00, mit dem Ergebnisse von speciell für diesen 
Zweck anzustellenden Expeiimenten vergleichen zu können, habe ich 
für den Fall, in welchem die Begrenzung der Minimalflächenstücke 
^K* von zwei Quadraten gebildet wird, also für den Eall n = 4, 
die Gleichung D(R) = nähemngsweise aufgelöst mid den grössten 
"Werth a, welchen der Quotient -=- für den angegebenen Werth der 
Zahl 11 annehmen kann, näherungsweise bestimmt. Ohne an dieser 
Stelle auf die Einzelheiten der Eechnung einzugehen, theüe ich hier 
nur das Endergebniss derselben mit. 

Unter der Voraussetzung, dass der Zahl n der Werth 4 beigelegt 
wird, ergibt sich für die Grösse B„ der Werth 

JV„ = 0,43188 ■■ = tg(23'"21'31"..).> 

für die Gi'össe co der Werth 



Da die Grösse 
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gi'ödser ist als 0,413188 ■ ■ , so Tjesitzt Ans den Wertlien 

entsprecheiitle Minimalfläolienstüclv '^ kleineren Flächeninhalt, als 
alle demselben hinreichend nahe kommenden , von denselben beiden 
Qnadiuteii begrenzten Flächenstücke.*) 



*) Siehe S. 9!) dieses Bandes 
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Bestimmung einer specielleii Minimalfläche. 

Die zu dieser AbhandlviDg geböreiiden, schon bei der ersten Ver- 
öffentlichung zu derselben binzngefiigten Anmerkungen befinden aicli 
in dem auf den Seiten 109 — 125 dieses Bandes abgedruckten Anbange. 
Zur leichteren Auffindung wird im Nachstehenden für jede dieser 
Anmerkungen angegeben, auf welcher Seite dieselbe zu finden ist. 
Zti Seite 8, Änm. 1) siehe Seite 110 dieses Bandes. 
„ ,, 12, Änm. 2) „ „ 110 „ „ und Seite66-68 

des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
,, „ 13, Änm. 3) siehe Seite 110 dieses Bandes und Seite 78 

des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
„ „ 14, Anm. 4.) siehe Seite 110 dieses Bandes. 



16, 


Anm. 5) „ 


„ 111 ;. 


19, 


Anm. 6) „ 


>, 111 „ 


13, 


Anm. 7) 


,, 111 » 


ä3, 


Anm. 8) „ 


„ 111—118 disses BMides. 


37, 


Anm. 9) „ 


„ 113 dieses Bandes, 


31, 


Anm. 10) , 


. 113 . 



Zusats SU Seife 32, Zeile 1 — 4 von tmten. 
Die Function %(s), von welcher in dieser Abhandlung an einigen 
Stelleu Gebrauch gemacht wird, hat für den betrachteten speoiellen 
Fall nicht völlig analoge Bedeutung, wie die in der Abhandlung 
des Herrn "Weierstrass ,jUnters«chungen über die Flächen, in de- 
nen die mittlere Krümmung überall gleich ist" (Monatsberichte der 
Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1866, 
Seite 619) für Minimalflächen im Allgemeinen erklärte Function SC^)-— 
Um Uebereinstimmung der beiden Bezeichnungen ]ierbeizufüh]'en, müsste 
in allen Formehi der Abhaiulliiiig ..Bestimmung einer wpeciellen Mi- 
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nimalfläche", in denen von der Bezeiehnnng %(s) Gebrauch gemacKt 
wird, ^^{s) an die Stelle von %(s) gesetzt vferdeii. 
Zu Säte 35, Anm. 11) siehe Seite 113 dieses Bandes. 

„ „ i9, Anm. 12) „ „ 114 „ 

,, „ 49, Anm. 13) ,, ., 116 „ " „ 

„ ,, 58, Anm., 14) .. ,, 116 „ „ 

Zusah 0u Seite 75, Zeile 3 von unten. 

Ob die G-estalt der aii dieser Steile oder die Grestalt der auf 
Seite 137 dieses Bandes niitgetheilteu Grleichung der unterBuehten 
Minimalfläche einfacher ist, kann dahingestellt bleiben. 
Zu Seite 76, Anm. 15) siehe Seite 118 dieses Bandes. 

„ „ 83, Anm. 16) „ „ 118 „ „ 

„ „ 86, Anm. 17) „ „ 118 „ „ 

„ „ 88, Anm. 18) „ „ 118 „ „ 

„ „ 88, Anm. 19) „ „ 119 ,, „ 

,, „ 89, Zeile 1^3 von unten, und 

„ „ 00, „ d~-6 von oben siehe die Anmerkung zu Seite 32 
auf Seite 317 dieses Bandes. 

„ „ 90, Anm. SO) siehe Seite 119 dieses Bandes, 

„ „ 91, Anm. 21) „ ,, 120 „ „ 

f, „ 93, Anm. 32) „ „ 123 ,, „ 

Zusatz SU Seite 95, Zeile IG von oben. 
Die Grleichung aller dieser Flächen kann in die Porra k^v — 1 
gesetzt werden. Siehe Seite 136 und folgende dieses Bandes. 
Zu Seite 96, Aitm.33) siehe Seite 123 dieses Bandes. 
„ „ 96, Anm. 34) „ „ 123 „ ,, 

Zusats SU Seite 99, Zeile 8 von oben. 

Eine genauere hierauf bezügliche Untersuchung ist in den Arti- 
keln 8, 9 und 10 der Äbhftndlung ^.Ueber speoielle zweifach zusam- 
menhängende Fläohenstücke , welche kleineren Flächeninhalt be,gitzen, 
als alle benachbarten, von denselben Eandlinien begrenzten Flächeu- 
atiieke", Seite 304 und folgende dieses Bandes, enthalten. 
Zu Seite 99, Anm. 25) siehe Seite 124 dieses Bandes. 

„ „ 101, Anm. 36) „ „ 124 „ „ 

„ „ 103, Zeile 13 von unten siehe Seite 187 dieses Bande.*. 

„ „ 108, Anm. 37) siehe Seite 125 dieses Bandes. 
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7usaf SU Se^fe 111, Anm.5). 

Der an ditäei Stelle auagespi ocheiie Lehi'satz und ein mit dem- 
selben in nahei Verbmdung &telieiuler Lehrsatz (siehe Seite 130 die- 
ses Bandes, Zeile 6 — 14 \ou oben") war Gregenstand einer dem Phy- 
siker J. Plateau un Jahie 1870 vom Verfasser gemachten briefli- 
chen Mittheilung, welcher dieser hochverdiente Forscher grosses In- 
teresse entgegengebracht hat. Siebe J. Plateau, Statigue experimentale 
et tMorigue des Liquides soumis aux seides forces moUculaires ^ tome I. 
p. 236—230. 

Zusats gu Seite 133, Änm.äS). 

Siebe das in der vorhergehenden Anmerkung angeführte Werk 
von J. Plateau, tome I. p. 229-230. 

Fortgesetzte TJntersiicliungen über s]iecielle Minimal- 
flachen. 

Zusatz SU Seite 126, Zeile 2 ijon unten. 
Man sehe die von Hattendorff verfasste Einleitung zu der 
posthumen Abhandlung Riemann's; lieber die Mäche vom klein- 
sten Inhalt bei gegebener Begi'enzung, Abhandlungen der Königlichen 
G-esellächaft der Wissenschaften zu Grötthigen, Band 13, Seite 6. 
Zu Seite 129, Zeile 1 von unten. 
Dieser Satz ist, wenn ich nicht irre, zuerst von E. Lamarlo 
ausgesprochen worden. Siehe Seite 229 dieses Bandes. 
Zu Seite 130, Zeile 6—14 von oben. 
Siehe die Anmerkung zu Seite 111. 

Zusats SU SeUe 131, Zeile t7 von oben. 
Ist der Bereich des Argumentes u, welchem das betrachtete ein- 
fach zusammenhängende Minimalfläehenstück entspricht, eine von der 
Axe des Reellen der Ebene (u) begrenzte Halbebene, so sind die 
ausserwesentlich singulären Werthe des Argumentes u die Wurzeln 
einer algebraischen Grieichung mit reellen Coefficienten. 

Bezeichnet f die Zahl der Aufeinanderfolgen gleichai^tiger Ket- 
tenglieder (die Zahl der Folgen), 
w die Zahl der Aufeinanderfolgen ungleichartiger Ket- 
tenglieder {die Zahl der Wechsel), 
so ist die erwähnte algebraische ftleichimg vom Girade 
/'+!«'- 4. 
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Der angeführte Lehrsatz gestattet, wie ich gefuncleri habe, fol- 
gende Verallgemeiuerniig : 

"Wenn die im Artikel 2 (siehe Seite 130 tlieses Bandes) angege- 
benen Greuzbedingnngen der Art nach aufrecht erhalten werden, wo- 
bei jedoch an die Stelle einer zusammenhängenden geschlossenen 
Kette eine gewisse Anzahl znsamnienliängender geschlossener Ket- 
ten treten kann, während an die Steile des einfach ziisammenhän- 
genden Minimalflächenstttckea ein Minimalflachenstück tritt, fiir wel- 
ches die Ordnungszahl des Zußammenha,ngcß den Werth r hat, so ist 
die algebraische Grleichung, deren Wurzeln die ausserwesentlich sin- 
gulären Werthe des Argumentes ergeben, vom Grade 

f+^iB + ir-S. 

-Bei der Bestimmung dieses Grades ist von mir nur der Tall be- 
i-ücksicMigt worden, in welchem das betrachtete Minimalflächenstück 
in dem Sinne zwei von einander versclüedene Seiten besitzt, dass 
es ohne Ueberschreitiing der BandJinie nicht möglich ist, durch ste- 
tigen Uehergang von einer Seite des Mächenstüokes zur anderen zu 
gelangen. In dem betrachteten allgemeineren Falle tritt an die Stelle 
der Halbebene für den Fall des einfach zusammenhängenden Minimal- 
iläehen Stückes eine von )■ übereinanderliegenden Halbebenen gebildete 
Biemannsche Mäche, welche in ihrem Inneren, allgemein zu reden, 
2r— 2 Windungspunkte erster Ordmmg be3it?;t. 

Herr W. Dyck, welchem ich die angeführte Foi'mel für die An- 
zahl der ausaerwesentlich singulären Werthe des Argumentes u mit- 
getheilt habe , hat dui'ch Anwendung einer ilnn eigenthümliehen Be- 
trachtungsweise (siehe Mathematische Annalen, Band 32, S. 472 — 512) 
gefunden, dass sich die Geltung dieser Formel auch auf den Fall solcher 
Minimalfläehenstucke erstreckt, für welche es möglich ist, bei stetigem 
Fortschreiten im Inneren des Flächen stück es ohne TTebersehreitung des 
Randes von jeder der beiden Seiten des Flächenstlickes auf die an- 
dere Seite überzugehen. Die Bedeutimg der Zahl r ist hierbei ent- 
sprechend den a.a.O. Seite 483—485 angegebenen Formeln (4) und (7) 
zu modificiren. 

Den ausserwesentlich singulären Werthen des Argumentes ent- 
sprechen, allgemein zu reden, solche Funkte des Minimalflächenstückes, 
durch welche mehr als zwei Asymptotenlinien hindurchgehen. 

Die einfachste Art solcher Punkte ist auf Seite 17 dieses Bandes 
(Zeile 7—13 von unten) beRcJjriebcn. Lässt man die Voraussetzung 
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fallen, dass die Constanten a und h in deu Reihen, durch welche difi 
Grössen s und *(m) ausgedrückt werden, reelle Werthe haben, so 
besitzt das entsprechende Minimalfläelienstück im Allgemeinen nicht 
mehr die Eigenschaft , dass die drei Haiipttangentencnrveu , welche 
diirch den dem Werthe m = entsprechenden Punkt des Minimalflä- 
chenstückea hindurchgehen , gerade Linien sind. 

Die hierbei sich ergebende Singularität eines Minimalflächenstückes 
entspricht einer einfachen Wurzel der erwähnten algebraischen 
G-Ieichung, vorausgesetzt, dass diese Wurzel mit keinem derjenigen 
siugulären Werthe des Argumentes zusammenfallt, denen eine ."Ecke 
des betrachteten Minimaiflächenstückes entspricht. 

Höhere Singularitäten können dadurch entstehen , dass entweder 
zwei, oder mehrere Wurzehi der erwähnten algebraischen Grleichung 
mit einander zusammenfallen, oder dadurch, dass eiue oder mehrere 
dieser Wurzeln mit einem derjenigen Werthe des Argumentes zu- 
sammenfallen, welchen eine Reke des betrachteten MinimaJ.fläehen- 
stückes entspricht. 

Sehr interessante nähere Ausführungen hierüber enthält eine Ab- 
handlung des Herrn E. R. Neoviua; „Untersuchung einiger Singu- 
laritäten, welche im Innern und auf der Begrenzung von Minimal- 
flächenstüeken auftreten können, deren Begrenzung von geradlinigen 
Strecken gebildet wird.'' Acta societatis soientiarnm Fennicae, tomus 
XVI, p. 531-553. 

Zm(d0 SU Seüe 137, Zeih 15 von oben. 
In einer bn 14ten Baude der Zeitschrift „The Quarterly Journal 
of pure and applied Mathematics p. 190—196 (1876)" veröffentlichten 
Abhandlung „On a special surface of mmmimn area" beschäftigt sich 
Herr Cayley mit folgender Aufgabe: 

We may enquire ivheter there esmts a surface of minimum area 
1 -|- ftv ■[- vA -f ^f- =^ 0, 
u;here the deta-miniitff equations arc 

;t'5 = uV + bX'-itc, 

v'^ = av^ + bv'+c, 



(.. 
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Herr Cayley spricht aicli über das Ergebniss seiner Untersu- 
chvitig folgendermassen aus: I ßnd that fhe coefßcients a, b, c wüst 
satisfy four homogeneous quadric eguatiom, which, in fact, aämit of S'- 
multaneous Solution, <md that in three äistinct ways, vis. assummg a = 1, 
fhe sdutions are 

«=!,&= ^, c = 1, 

a = 1, i = -2, c = 1, 

ihat iS; 

which gives Schwarzes surface; 

A" = A'-2r-l-l or A'=: ±(A'-1), 
wkieJi, it is easy to see, gives only x + y + = const.; and 

r = A'~|A=-f = (A^-l)(A"+j}, 
which is a smface similar in its nature to Schwars's surface. 
Hierzu kanu Folgendes bemerkt werden. 
Wenn von der Grleichaag 

1 + fiv + vi + ^,« = 
durch die Substitutionen 



>. = 


1 + J, 
1-A, ' 


ft = 


1 + C, 


1 + », 


der (rleiohnng 











übergegangen wird, so gelit die Difl'erentialgleichung 

X"' = flA^4-&xM"C 

in die Differentialgleichung 

4^;' =a {« + ö + c)At4■4(a-"C)A^+(6ffl~-äÖ + (ie)>i^-|-4(«-c)/l,+ ((^ + &+c) 

über, welelie in den drei von Eerrn Cayley aufgefundenen Fällen 
folgende Formen annimmt: 



I. 


j;=»= 


T«+i;+i), 


IL 


K = 


+ J,, 


III. 


K=' 


ij, (»; + «, + !)■ 
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"Wenn in dem letzten dieser drei Fälle ^, = ^l, f^i = /^b ? v, = ^'l 
gesetzt wird, so zerfällt die G-leicliuiig l^ft^v, = 1 in die beiden 
Gleichungen A^ft^^'s == +1 i-™^ i^fi^v^ = —1, während die Differen- 
tialgleichung die Form kl' = |(X^+Aj + l) annimmt. 

Hieraus ergibt sich also, dass zwar in dem dritten der von 
Herrn Cayley betrachteten Fälle die betrachtete GHeichung, sobald 
die bei der Integration der Differentialgleichungen auftretenden In- 
tegrationsconstanten bestünmte Werthe erhalten hahen, zwei von 
einander der Lage nach verschiedene analytische Flächen darstellt, 
dass aber beide analytische Flachen — von der absoluten Grösse der 
einzelnen Theile abgesehen — genau dieselbe Gestalt besitzen, 
wie in dem ersten der von Herrn Cayley betrachteten Fälle, also 
dieselbe Gestalt, wie die in der Abhandlung : „Bestimmung einer 
speciellen Minimalfläche" untersuchte Minimalfläche, beziehungsweise 
wie die durch Biegung derselben entstehende Fläche. 



Zusais SU Seite 137, Zeih 18 von ohen. 

Man verdankt Herrn Weingarten die Entdeckung einer be- 
merkenswerthen. Eigenschaft der in dieser Abhandlung untersuchten 
speciellen Minimalflachen. 

Diese speciellen Minimalfläohen bilden nämlich, wie Herr Wein- 
garten gefanden hat, die allgemeinste Familie von Minimalflä- 
chen, deren Gleichung, unter der Voraussetzung, dass x, y, s die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Fläche bezeichnen, in 
die Fonn 

S + ^ + S'^0 

gesetzt werden kann, wo S eine Function von x, ^ eine Function 
■^0" Vi 8 ^iiiö S'Vnction von « bedeutet. 

Siehe die Abhandlung des Herrn Weingarten : „üeber die 
durch eine Gleichung von der Fonn 3£ + ^ -I- 3 = darstellbare:i 
Minimalflächen", Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften und der Georg- Augiists- Universität zu GÖttingen, 
Jahrgang 1887. Seite 272-275. 
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Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation des 
Flacheninlialts von Minimalflachenstücken im Allgemei- 
nen and von Theilen der Schranbenfläehe in] Besonderen. 

Zusatz m Seite 151. 
HiD sichtlich dieser Abhandlung ist auf das hinzuweisen, was auf 
den Seiten 234, 235, 274 nnd 275 dieses Bandes bezüglich dieser Ab- 
handliitig gesagt ist. 

Zusats SU Seite 153, Zeile 17 von oben. 

Das Minimalflächenstlick M (siehe Seite 3 nud Seite 33 dieses 
Bandes) besitzt nicht ntir unter allen demselben hinreichend nahe 
liegenden , von demselben Vierseit begrenzten , einfach zusammenhan- 
genden !E"lä chen stücken , sondern überhaupt unter allen, von diesem 
Vierseit begrenzten, einfach zusammenhängenden Flächenstücken den 
kleinsten Flächeninhalt. Dies kann auf folgende Weise bewiesen 
werden. 

Die Oberfläche des Tetraeders A'ßCD (siehe Tafel 1), dessen 
vier Kauten AB, SC, CD, DA die vollständige Begreuzung des Mi- 
nimalflächenstüekes M bilden, theilt den unendlichen Eaum in zwei 
Theile, das Innere und das Aeussere des Tetraeders. 

Das Innere des Tetraeders möge mit B bezeichnet werden. 

Man denke sich nun eine Schaar von Minimalflachensturken con- 
atruiit, welche den Raumtheil E lückenlos eifuUt und welche de]' 
auf S.227 dieses Bandes angegebenen Forderung entspiicht 

[Eine solche Sehaar ergibt sich zum Beispiel durch Tianslation 
des Minimalfiächenstückes M pai-allel der s-Axe des ( ooidmaten- 
systems, also parallel der Richtung dei' Strecke IK^\ 

Durch die auf S.835 dieses Bandes angegebene Beweisführung 
wird nachgewiesen, dass das Minimalflächenstüok M kleineren Flä- 
cheninhalt besitzt, als jedes andere, von demselben Vierseit begrenzte, 
einfach zusammenhängende Flächenstück F, dessen Punkte ohne Aus- 
nahme dem Inneren, beziehungsweise der Begr'enzungsfläche des ßaum- 
theiles E angehören. 

Dieselbe Eigenschaft des Minimums besitzt nmi das Minimalflä- 
chenstückjlf gegenüber allen einfach zusammenhängenden, von dem- 
selben Vierseit ABCD begrenzten Flächenstücken F, auch wenn 
Theile diesej: Käeheustucke ausserhalb des llaumtheiles JR liegeji, 
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Denn es ist stets mögUcli; an die Stelle der Gresammtheit aller ausser- 
halb -B liegeudeH Theile eines der betrachteten Flächeustücbe F, 
ohne Aufhebung des Zusammenhanges dieses iFlächenstüekea ein ebe- 
nes riächensttiek , oder mehrere ebene iFlächenstücke treten zu las- 
sen, welche ganz in der Begrenzuagsfiäche des Raumtheiles E liegen, 
und deren G-esammtfläcLeninhalt kleiner ist als der G-esammtfläeben- 
inhalt der ausserhalb des Eaumtheiles E liegenden Theile des be- 
trachteten riäehenstiickes F. 

Ein gan« analoger Beweis tuhrt zn dem analogen Ergebnisse für 
die übrigen anf Seite 152 dieses Bandes, Zeile 9—17 von unten, auf- 
gezählten Minimalfläeben stücke. 

Wegen einiger Einzelheiten bei diesem Beweise nehme ich Bezug 
auf die im Capitel VI der Dissertation des Herrn F. Bohnert, 
„Bestimmung einer specieUen periodisohen Minimalfläehe , auf welcher 
unendlich viele gerade Linien und luiendlich viele ehene geodätisohe 
Linien liegen,-' G-Öttingen 1888, enthaltenen näheren Ausführungen, 

Zusats SU Seite 154, Zeile 9 von oben. 
Zur Vervollatäudigmig dieses Systems von Gleichungen köuiioii 
folgende Grieichnngen dienen : 

{ss.+lfäX = {\.-s\)ds + i\-8^)äs„ 

{ss.-vlfdZ = '2,s,ds -\- 2,säs,. 

Zusats SU Heile IGS, Zeile IS von ob&ii. 
Uurch eine anderweitige üntersuchnng hat sieh ergeben, dass 
das betrachtete Stück der Schraubenfläehe auch in diesem G-renzfallc 
noch die Eigenschaft hat, kleineren Flächeninhalt zu besitzen, als 
alle demselben hinreichend nahe liegenden, von derselben Kandlinie 
begreiiaten Flächenstücke. Siehe Seite 269 dieses Bandes. 

MisceJU-iii HU8 dem G-ebiete der Mmimalfiächeii. 
Zusats m, Seite l&S, Zeile 9 von obejh 

„Allen Elächen, deren mittlere Krümmung in jedem ihier Punkte 
gleich ist , kommt die Eigenschaft zu , dass sich Stücke derselben 
abgreiiiien lassen , welche unter allen , je von denselben .Randlinien 
begrenzten Fiächeustückeii den kieinsten iriächeninhalt besitzen.'* 



y Google 



326 Anmei'kuugen uBd ZuBätae aiim ersten Bande, 

Bie Ricbtigkeit dieser Beliaiiptung kann durob folgenden Beweis 
dargethan werden. 

Es aei P,, ein nicht aingKlärer P«nkt einer krummen Fläche, 
deren mittlere Krümmung in jedem ihrer Punkte gleich ist. Man 
betrachte ein, den Punkt .P„ in seinem Inneren enthaltendes Stück 
dieser Mäche, welches so beschaffen ist, dass es erstens keinen siu- 
gulären Punkt enthält, zweitens, dass die in den Punkten dieses 
Fläcbenstüekes nach derselben Seite hin coustroirten Normalen mit 
der Normale im Punkte 1\ spitze Winkel eiuschlieaseu. 

Man denke sich nnn eine Schaar von Flächenstücken construivt, 
welche aus dem betrachteten Fläcbenstücke durch eine Translation 
entsteht, bei welcher alle Punkte desselben gerade (jinien beschrei- 
ben, die der im Punkte P^ constrnirten Normale parallel sind. 

Diese Sehaai- von Fläohenstüoken erfüllt einen, gewissen Theil B 
des Eaumes. 

Hierauf denke mau sich ein convexes Polyeder construirt , wel- 
ches den Punkt P^ i^ seinem Inneren enthält und dessen Oberfläche 
ganz im Inneren des .Raumtheiles R' liegt. Der von diesem Polyeder 
begrenzte Theil des ßaumes werde mit R bezeichnet, 

Der im Inneren des Raumtheiles E liegende einfach zusammen- 
hängende Theü M des betTachteteu Flächeastückes besitzt kleineren 
Flächeninhalt, als alle einfach Kusainmenhängendeu , von derselben 
Handlinie begrenzten Flächenstücke. 

Der Beweis itir die Dichtigkeit dieser Behauptung ist ganz ana- 
lüg dem Beweise , welcher in der Anmerkung zu Seite 152 (siehe 
Seite 324 dieses Bandes) angedeutet ist. 

Zusatz SU Seite 175, Abschnitt III. 

Gibt man dem Parameter « den Werth je, so gehen si, y, s be- 
ziehlich in —sc, —y, —s über; jede,s einfach zusammenhängende Mi- 
nimalliächenstück geht also , wenn der Parameter « das Intervall 
■ . ■ 3t durchläuft, in ein anderes über, welches dieselbe Gestalt be- 
sitzt, wie das Spiegelbild des ursprünglichen. 

Hieraus ergibt sich der Satz : Jedes einfach zusammenhängende 
Minimalfläclienstück- kann durch Biegning auf stetige AVeise in die 
Gestalt seines Spiegelbildes übergeführt werden , so dass dasselbe 
während der Biegung nicht aufhört, ein Miuimalfiächenstück zu bleiben. 

Zusatz SU Seite 176. 
Die Bestimmung der Grosse des Flächeninhalts jedes 
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Miüimalfläclieiistückes M wird dnrcli die an dieser Stelle raitgetheilte 
Formel gmndsätzlieli auf die Berechnung eines einfachen , längs der 
Begrenzung des FlächenstUckes M zu erstreckenden Integrals zurück- 
geführt. Diese Zurückflihrung auf ein einfaches Integral hat der 
Verfasser aus dem in Riemann's posthumer Abhandlang „Ueber 
die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung" (Bern- 
hard Eiemann, Gesammelte Werke, Seite 289 — 291) mitgetheil- 
ten Lehrsatze hergeleitet und eine geometrische Deutung dieses ein- 
fachen Integrals mittelst der Flächenelemente einer Kegelfläche hin- 
zugefügt. 

Die Betrachtung der Kegelfläche , deren Mittelpunkt mit dem 
Coordinatenanfangspunkte zusammenfallt, gewährt zugleich bei Zu- 
hiüfenahme einer Schaar von Minimalfläehenstücken , welche zu dem 
gegebenen in Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt als Aehnlich- 
keitspvmkt ähnliche Lage haben, die Möglichkeit, mit fast elementa- 
ren Hülfsmitteln zu beweisen, dass die Bestimmung des Flächenin- 
halts eines Minimalflächenstnekes allgemein auf die Berechnung 
eines einfachen Integrals ^faosadf zurückgeführt werden kann, wie 
am Sehlusse des Abschnittes IV der Miscellen (siehe Seite 179 die- 
ses Bandes) angegeben worden ist. Hierbei kann zugleich eine von 
Gauss herrührende Formel (vergl. in Bezug auf diese Formel das 
auf Seite 127 dieses Bandes Gi-esagte) angewendet werden. 

In der Abhandhuig von Michael Roberts 8ur les surfaces äoni 
les rayons de courbure sont egaux, mais äiriges en sens opposSs, Liou- 
ville, Journal de MatMmatigues pures et appUquSes, tome XI, p. 300 — 312, 
findet man ebenfalls eine auf die Bestimmung des Flächeninhalts von 
Minimalfläehenstücken sieb beziehende Formel (p. 304, ligne 4 en 
descendant), in welcher nur einfache Integrale vorkommen. Auf diese 
Formel findet indessen eine im Art. 2 der posthumen Abhandlung 
Riemann's über Minimalfläohcn (Bernhard Riemann, Gresam- 
melte Werke, Seite 285, Zeile 7 von oben) enthaltene allgemeine 



Dass die Bestimmung der Grrösse des Flächeninhalts eines Mini- 
malflächenstückes allgemein auf die Berechnung eines einfachen 
Integrals zurückgeführt werden kann, ergibt sich ohne Weiteres, 
wenn eine von Jellett im Jahre 1853 mitgetheilte Formel auf ein 
Minimalflächenstück angewendet wird. (J, H, Jellett, Sur la sw- 
face dont la courhure moyenne est cmstante, Liouville, Journal de Ma~ 
tUmatiqu&s pures et appliquees, tome XVIII, p. 163 — 167.) 
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Diese Formel besagt Folgendes : 

Es mögen x, y, s die rechtwiiikligeu Uoordinaten eines beliebigen 
Punktes eines Flächenstiiekes bezeichnen , wobei die Coordinate s als 
Function der beiden anderen Coordinaten x und p betrachtet werden soll. 
Den Grössen p, y. r, s, t, F, -g- ■ + -^■, g, t/, fiS, S ist die durch die 
Gleichungen 



dx' dy ' dx'' ' dxdy ' Öy^ ' 



V'l+p' + s'' A \ 



a+p' + q') 



(IS = \/i + 'f + q'äxdy: S =- f fsli+p'- + ,fd:edy 

erklärte Bedeutiiiig beizulegen. 

In dem angegebenen Doppelintegrale ist die .Integration über alle 
Elemente des betrachteten Fläclienstückes zu erstrecken. 

Unter diesen Yoraussetzmigeu besteht die Gleichung 

ans welcher sieb (inreti ]!ntegratioi] ergibt 

Hierbei ist das Doppelintegral auf der rechten Seite der Yor- 
steheiiden GHeichung über alle Elemente des betrachteten Flächen - 
Stückes , das einfache [ntegral in dem aus der Herleitung der For- 
mel sieh ergebenden Siune über alle Elemente der Begrenzungslinie 
zu erstrecken, 

Wird die vorstehende, von Jellett gegebene Formel auf ein 
MiQimalfläcileustiiok angewendet, so ergibt sich der angegebene Satz. 

Derselbe Satz kann auch auf folgende Weise bewiesen werden. 
Man denke sich für jeden Punkt des betrachteten Flächenstiickes Öie 
Normale constmirt und von diesem Punkte aus nach derselben Seite 
des Flächenstückes hin eine Strecke von der Länge /* abgetragen,' 
Wird der körperliche Inhalt des auf diese Weise entstehenden Körpers 
mit V bcP^eiehnet, so ergibt sich 
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A u derer« ei ts ergibt sich füi: dieselbe Grösse Y der Ai\ßdrnck 



*"/ 



X r ;? 

X y s -{■ 
dx äy dz 



,.j 



dXdYdZ 



In diesei' G-leichung bedeuten X, Y", ,2 die Cosimis der Wiukol, 
welche die Nonnale der Fläche mit den Riclitimgeii der Coordinaten- 
iixen eiaschliesst. Die Grösse P hat den Werth P = Xx-\-Yy-\- Zb. 
Die Doppeliategrale sind über alle Elemente des betraeliteten Flächen- 
.stilckes, die einfachen Litegi'ale sind über alle Elemente der BegTen- 
Kirngslinie desselben zit erstrecken. 

Durch Vergleichung der Coefficienteil der mit k nnd nut A'^ ninl- 
tiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichnngen 



j X r if 

)rfÄ'+J \xyB 
I dx äy dB 






X Y Z 

X y B 
dXdYdZ 



1 



.0 



gesetzt wird , die auf Seite 178 dieses Bandes angegebene Foniiel 
für den Flächeuinhalt eines Minimalflächenstückea. 

Die zweite Grleichungj welche als eine Verallgemeinei'uug einer 
anderen in derselben J e 1 1 e 1 1 sehen Abhandlung mitgetheilten Gleicjiung 
angesehen werden kann , führt zu dem Ergebniss , dass für jedes 
Minimalfläcbenstück die Bereohnimg des Werthes des Doppeliutegrals 
/ / WM^ allgemein auf die Bereehnmig des Werthes eines einfachen 
Integrals zurückgeführt werden kann. 
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Zusatz SU Säte 179, Ahsehnitt V. 
Kaii vergleiche hiermit die ansiuhrliclie Darstenuug, welche Herr 
Gr. Darhoux über dieselbe Untersuchung gegeben hat. (Gr. Dar- 
boux, Legons sur la theorie gSnSraU des surfaces et les appUeations 
f/eoinetrigues du calml inßnitesimal, Premiere Partie, Livre ITT, Chap. VITI. 
p. 388—404. Paris 1887.) 

Zu Seite 163, Zeile 6 von unten. 

Die Fi'age nach der niedrigsten ICkssenzahl für reelle algebraische 
Minimalflächen ist von Herrn L. Henneberg beantwortet worden. 
Siehe die Abhandlung desselben: Bestimmung der niedrigsten Klassen- 
zahl der algebraischen Minimalflächen, Annali di Matematica p«ra ed 
applicata TT* serie, tomo IX", ji. 54 — 57. Man vergleiche auch die 
Abhandlung des HeiTn S. Liei Beiträge zur Theorie der Minimal- 
flächen, Mathematische Änualen, Band 14, Seite 354, nud die Abhand- 
lung des Herrn It. Sturm: Hein geometrische Untersuchungen über 
algebraische Minimalflächen, Joiiraal für reine und argewandte Mathe- 
matik, Band 105, Seite 117. 

Die Präge nach der niedi'igeten Ordnungszahl für reelle alge- 
braische Miniinalfläehen ist von Herrn S. Lie der Beautwortuiig 
näher gebracht worden, Siehe die vorhin angeflihrte Abhandlung 
desselben a. a. 0. Seite 395, 

Zusats SU den Seit&i 186 und 187. 

Siehe Seite 200 und Seite 220 dieses Bandes. 

Die Aufgabe : Alle Minimalflächen zu bestimmen , welche eine 
Schaar reeller Kreise enthalten, gestattet folgende Lösung. 

In Folge der Eigenschaft der gesuchten Minimalfläehen , eine 
Schaar reeller algebraischer Curven zu enthalten , ist die Function 
%\{s) liir jede derselben eine algebraische Function des Argumentes s. 
Hieraus ergibt sich zimachst der leicht zu beweisende Satz , dasa 
jede der gesuchten Minimalfläehen von der unendlich fernen Ebene 
des Raumes überhaupt nur in geraden jjinien geschnitten werden 
kaim, dass insbesondere keine dieser Flächen den unendlich fernen 
imaginären Kreis der Kugel enthält. Da nun die beiden unendlich 
fernen Punkte jedes Kreises auf dem unendlich fernen Kugelkreise 
liegen, und da diese analytische Linie eine unzerlegbare Curve 
zweiten G-rades ist, so können die unendlich fernen Punkte der Kreise, 
welche auf einer der gesuchten Minimalflächen liegen , eine uuendlich 
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ferne Linie der Mäche nicht erzeugen. Je zwei unendlich benach- 
barte Kreise der Schaar müssen daher dieselben unendlich fernen 
Punkte besitzen. Mit anderen Worten : Je zwei unendlich benachbarte 
Kreise derSchaar müssen in parallelen Ebenen liegen. Hieraus ergibt 
sich, dass jede der gesuchten Minimalflächen länge jedes Kreises der 
Schaar von einem Kegel oder Cylinder zweiten Gerades berührt wird. 
Durch diese Eigenschaft ist aber die Gesammtheit aller Minimalflächen, 
welche eine Schaar reeller Kreise enthalten, bestimmt, (Siehe Seite 200 
dieses Bandes.) 

[Man vergleiche den zuerst von Herrn Greiser ftir algebraische 
Minimalflächen ausgesprochenen Satz (Mathematische Annalen, Band 3, 
S. 530 — 534), welcher für alle Minimalflächen, die eine Schaar reeller 
algebraischer Gurven enthalten , mit der näheren Bestimmung gilt, 
dass keine dieser Flächen mit der unendlich fernen Ebene des Rau- 
mes den unendlich fernen Kugelkreis gemeinsam hat.] 

Ebenso kann die Aufgabe gestellt werden: AUe Minimalflächen 
zn bestimmen, welche eine Schaar reeller Parabeln enthalten. Alle 
bis jetzt bekannten Mininialfläohen , welche eine Schaar reeller Para- 
beln enthalten , werden längs jeder Parabel der Schaar von einem 
Cylinder berührt. Herr Studiosus Peche hat dem Verfasser einen 
Beweis für den Satz mitgetheilt, dass jede Minimalfläclie, welche eine 
Sehaar reeller Parabeln enthält, die angegebene Eigenschaft besitzt. 
Durch diese Eigenschaft ist die Gresammtheit aller Mnimalflächen, 
welche eine Schaar reeller Parabeln enthalten, bestimmt. Jede Mini- 
malfläche nämlich, welche eine reelle Parabel enthält und längs der- 
selben von einem Cylinder berührt wird, hat die Eigenschaft, eine 
Schaar reeller Parabeln zu enthalten. 

Man kann diese Flachen ohne Ausnahme durch einen angemesse- 
nen Grenzübergang aus denjenigen Minimalflächen erhalten, welche 
von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt werden. 

Zu den Minimalfläehen , welche eine Schaar reeller Parabeln ent- 
halten, gelangte Enneper, von der Aufgabe ausgehend: Alle Mini- 
malfläehen zu bestimmen, welche die Eigenschaft besitzen, dass bei 
der durch parallele Normalen vermittelten conformen Abbildung der 
Minimalfläche auf die Kugel den Meridianen der Kugelfläche eine 
Schaar von ebenen C'urven der Minimalfläche entspricht. 

(A. Enneper: Ueber Flächen mit besonderen Meridiancurven, 
Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der "Wissens chaften zu 
Göttingen, Band 29, Seite 49-50.) 
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Bei geeigneter Wahl des CoordinatensysteniH wirtl i'iii; 
Minimalflächen die Function ^(s) dnrcb die Grleichung 



g„. 4., „(!_.<,) 



beatiimiit, 111 welchei' a und b zwei reelle Constanten bezeiclmen. Die 
Ebenen der Parabeln scbliessen bei jeder von diesen Minimalflächen 
mit einer festen Ebene einen "Winkel von constanter G-rässe ein. 

Man vergleiclie die Abhandlung des Herrn Hj almar Tallqvist 
,,,ConstrLiotiou eincit Modelles einer speuiellen MinimalÜäche.'' (Öfver- 
sigt af Einska Vetenskaps-Soeietetens Eörhandlingar, B. 31.) 

Zu Seite 188, Etide des AbsckniUes IX. 
Siehe Seite 224—240 dieses Bande,?. 

Ueber diejenigen Minimalflächen, welche von einei' Schaar 
von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden. 

Zti Seite 200, Zeile 9 — 35 von oben. 
Siebe den Zusatz zu den Seiten 186 — 187 auf Seite 33U die- 
ses Bandes. 

lieber einige nicht algebraische Minimalflächen, welche 
eine Scliaar algebraischer Oiirven enthalten. 

Zu Seite 309, Zeile 1 von oben. 
Siebe Seite 285 dos Kweiten Bandes der vorliegenden Äiisc;abc, 

Uebei' ein die Flachen kleinsten Flacheniulialts bctrnl'- 
iendes Problem der Variationsrechnung. 

Zusatz SV, den Seiten 339-~3!i4. 
Uer Eundamentalsatz 

.F-^S ^_//(;J-eos«)rfE 

kami auch wie folgt analytisch bewiesen werden. 

Es bezeichne <p{x,y,s) einen 2weig einer analytischen Functioii 
der rechtwinkligen Coordinaten x,y,!i des Pioiktes P, eindeutig erklärt 
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mit dam Charakter einer ganzen Function für alle , einem gewissen 
Theile J? des Eaumea angeliöreuden Punkte P. 

Es bezeichne s einen variablen Parameter und es sei 

die Grleichung einer Scliaar von Flä'cbenstücken derselben constanteii 
mittleren Krümmung. 

T)e.v angegebenen Voraussetzung zufolge geiit durch jeden Punkt 
P des RaumtheiJes R ein einziges Flächenatück der Sohaar hindtirob. 

Wird 



dy 



-fp{x,y,B) = <p,{x.ji, 



p{x,y,s) = <i>,(j£,y,!s 



■ 9>: 



-fl-^i^^y,"') ^ fi^i'-'-.P^^ 






_JP?._ 



>] + <pI + ^3 ^>p\ + <?'! + <pI y^l + 9I + 9I 

gesetzt, äo bestellt für alle, dem G-ebiete R angehörenden Punkte P 
die Gleichnng 

dX äY ilX _ 

öx _ ay cvr 

wo A eine Constante bezeichnet. 



R' einen von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer 
Flächen, begrenzten Tlieil ies Gebietes R, 

V das Volumen desselben, 

,F' den Flächeninhalt der Oberfläche des Gebietes E', 

dy = dxdyrU die Grösse eines Elementes des Volumens V, 

AY den Flächeninhalt eines Elementes der Oberfläche des Ge- 
bietes R'. 

Die Grösse m werde erklärt als der Winkel, den die nach aussen . 
gerichtete Normale in einem Punkte der Oberfläche des Gebietes R' 
mit der positiven Richtung der Normale des durch denselben Pnnltt 
hindurchgehenden. Flächenstückes der betrachteten Schaar einscliliesst. 

Aus der Gleichung 
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ergibt sich durch liitegratioii über alle Elemente des G-ebietes R' die 
Grleicliuiig 

lY' ^ffmsmdF', 

wobei auf der rechten Seite dieser Grleichung die Integration über 
alle Elemente cW der Oberfläche des G-ebietes R' anszudehnen ist. 

Es kana nun der Fall eintreten, dass ein Theil der Oberfläche 
des Gebietes R' von einem Flächenstücke S der betrachteten Sohaar 
gebildet wird, während längs dieses Theiles der Oberfläche des Ge- 
bietes R' der "Winkel o den Werth hat. Wird mit d¥" ein Element 
desjenigen Theiles F" der Fläche F' bezeichnet , welches übrig bleibt, 
wenn das Flächenstück S von der Oberfläche F' weggenommen wird, 
so ergibt sieh, wenn die Grösse des Flächeninhalts des Flächenstiickes 
S ebenfalls mit S bezeichnet wird, 

IV ■= S + j[/'cüs M ^F". 

Bezeichnet nunmehr SF den Flächeninhalt eines Elementes eines 
dem Flächenstücke S benachbarten Flächenstückes F, welches 

1) innerhalb des Gebietes R liegt, 

2) von derselben Linie L begrenzt wird, von welcher das Flächen- 
stück S begrenzt wird, und welches 

3) die Eigenschaft besitzt , mit Hinznnahme der Fläche F" ein 
Volumen von der Grösse Y' zu begrenzen, 

so ergibt sich 

zy = ff GosmäF -\- ff cos (odF', 
lind durch Subtraotioii 

S ^j'fmstadY. 

Folglich besteht , wenn die Gfrösse des Flächeninhalts des Flächen- 
Stückes F ebenfalls mit F bezeichnet wird, der Satz 

F~vS = ff(l-G<im)d'P. 

Zu diesem Beweise ist Folgendes zu bemerken : 

Für den Fall, daaa die eonstante mittlere Krümnnmg der Flächen- 
stücke der betrachteten Sehaar den "Werth hat , ist der Grösse A 
der Werth beizulegen und die dritte der angegebenen Bedingungen 
fortzulassen; es ergibt sich dann ans dem Vorstehenden ein neuer 
Beweis für den auf Seite 927 , Zeile 1 von oben , mitgetheilten Fuit- 
dameutalsatz. 
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Ist hingegen die conatante mittlere Krümmitiig der Flächeüstücke 
der betrachteten Schaar nicht gleich , so ergibt sich aus dem Yor- 
stehenden ein Beweis für einen neuen, die Flächen constanter mitt- 
lerer Krümmung betreffenden Lehrsatz. 

„Das betrachtete , von der Linie L begrenzte , einer Fläche con- 
stanter mittlerer Krümmung angehörende Flächenstück S, welches unter 
Zuhülfenahme eines beliebigen , von derselben Linie L begrenzten 
Flächenstückes F" einen körperlichen Itaum von dem Volumen V 
begrenzt, besitzt kleineren Flächeninhalt, als alle anderen, dem 
Flächeustuck S hinreichend nahe liegenden, von derselben Randlinie L 
begrenzten Flächenstücke F, welche unter Hinzunahrae des Flächen- 
stückes F" einen körperlichen Raum von demselben Volumen V be- 
grenzen." 

Man kann nun folgende Frage aufwerfen. 
Eine Fläche constanter mittlerer Krümmung sei gegeben. 
Die Begrenzungslinie L eines bestimmten , einfach zusammen- 
hängenden Stückes S dieser Fläche sei zugleich die BegTCnzongslinie 
eines zweiten, einfach zusammenhängenden Flächenstückes F', welches 
ausser den Punkten der gemeinsamen Begrenzungshnie L mit dem 
Flächengtücke S keinen Punkt gemeinsam hat , im Uebrigen aber 
keiner Beschränkung unterliegt. 

Die Grösse des Volumens des von den Flächenstüeken S und .fc'" 
begrenzten körperlichen Raumes werde mit V bezeichnet. 

Man betrachtet alle einfach zusammenhängenden, von einer end- 
liehen Anzahl von Stücken analytischer Flächen gebildeten , dem 
Flächenstücke S hinreichend nahe liegenden , von der Eaudlinie L 
begrenzten Flächenstücke F, welche mit dem Flacbenstücke F" zusam- 
men einen körperlichen Raum begrenzen, dessen Volumen die Grösse 
V hat. 

Unter welchen Bedingungen besitzt das betrachtete Flächenstück 
S kleineren Flächeninhalt als alle übrigen, den angegebenen Bedin- 
gimgen genügenden Fläehenstücke F ? 

Eine erschöpfende Antwort auf diese Frage ist meines Wissens 
bisher noch nicht gegeben worden. Durch die angeführte Schlussweise 
wird die angegebene Frage wenigstens für einen Theil der in Be- 
tracht kommenden Fälle in bejahenden Sinne beantwortet. Insbeson- 
dere besitzt das Flächenstück S stets dann die angegebene Eigen- 
schaft des Minimums, wenn das sphärische Bild des Flächenstückes S 
ganz in dem Inneren einer Halbkugel Platz findet. 
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Zusats Sil Seite Ml. Zweitei- Thaü. 
Die in dem zweiten Theile dieser Abhandlung mitgetkeilten Untei.'- 
suehimgen haben durch Herrn E, Picard eine bemerkenawerthe Ai^s- 
dehnung erfahren. Man sehe dessen Abhandlung; „tS'Mr une classe d'equu- 
t'ions Uneaires aux d^ivies partielles du seccmd ordre,'' Acta mathematica, 
tome XII, p. 323—338, sowie die in den Comptes rendna des söances 
de l'Acadömie des seienoes de Paris, Deuxieme semestre 1889, p. 499— 
501, enthaltene Mittheilnng desselben Grelehrten: „Sur la detennination 
des integrales de cei'taines i^quations aux derivees partielles par leurs va- 
leurs sitr im contour." 

Ziisatä SU Seite 368, Zeile 16 von oben. 

Ein ganz im Endlichen liegendes , zweifach zusammenhangendes 
Stück M einer Minimalfläche, welche von einer Schaar von Kegeln 
zweiten Grades eingehüllt wird, sei so beschaffen, daas längs jeder 
der beiden Begrenzungslinien desselben die Fläche von je einer Ke- 
gelfläehe der Schaar berührt wird-. 

Die Untersuchung , unter welchen Bedingungen dieses Elaeheu- 
stück kleineren Flächeninhalt besitzt, als jedes andere, demselben 
hinreichend nahe liegende und von denselben Begrenzvmgalinien be- 
grenzte Elächenstück, kann wie folgt geföhi't werden. 

Auf Grrund der, auf den Seiten 192—198 dieses Bandes mitge- 
theilten Formeln gehe man von dem betrachteten zweifach zusaju- 
ien Minimalflächenstücke M zu dem sphärischen Bilde 
.nd von diesem zu der conformen Abbildung des Fläehen- 
stückes M auf die Ebene {w) über, deren .Punkte die "Werthe der 
complexen Grrösae v) = ii+vi geometrisch dai'stellen. 

Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit der Untersuchung kann 
man annehmen, dasa das dem Flächenstücke M entsprechende Gebiet 
der Ebene («) von einem -Parallelstreifen 

gebildet wird, wobei 

Hierauf gehe man au einer speciellen Minimalfiäche der auf S. 197 
und S. 198 dieses Bandes betrachteten von di'ei Parametern k, ß, y 
abhängenden Schaar von Minimalfläehen über, indem man 

« = 0, ß :^ 0, y = i 

setKt. Diese specielle Minimalfläclie liat die Eigenschaft, tlasw die Mit- 
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telpuiikte aller der betrachteten Schaar angehörenden Kegelflächen auf 
einer Greraden, nämlich an£ der Geraden x^^ 0, y^^ liegen. 

Das dem betrachteten Minimalflächen stücke M entsprechende, der 
zuletzt betrachteten speciellen Minimalfläche angehörende Plächen- 
stücb möge mit Bt bezeichnet werden. 

"Wenn nun die dritten Coordinaten der Mittelpunkte der den 
Werthen v = v', v ^= v" entsprechenden einhüllenden Kegel bezieh- 
lich mit ^^ und ü'l bezeichnet werden, wenn also 

"iAnv"i 
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I. < > <, II, < = <, in, ^i -< <. 

In dem ersten dieser drei Fälle schneiden alle Tangentialebenen 
des Flächenstückes 3R die s-Axe ausserhalb der Strecke sj<:^'„<:sö'' 
Jeder dieser Strecke angehörende Punkt hat daher von allen Tan- 
gentialebenen des Miüimalflächenstückes fSl einen von verschiede- 
nen Abstand und es besitzt daher — siehe den auf Seite 188 und 
auf Seite 239 dieses Bandes ausgesprochenen Lehrsatz — das Miui- 
malfläühenstüek M ein Minimum des Flächeninhalts. 

Der zweite der angegebenen drei Pälle entspricht dem auf 
Seite 240 dieses Bandes unter II angegebenen G-renzfalle. (Siehe 
auch Seite 158 und Seite 265 dieses Bandes.) 

In diesem Falle besitzt das Minimalflächenstiick 5DJ nicht ein 
Minimum des Flächeninhalts. Das Minimalflächenstiick M besitzt, 
insofern auf dasselbe die auf Seite 267 dieses Bandes angegebene 
Schlussfolgerung Anwendung findet, ebenfalls nicht ein Minimum des 
Flächeninhalts. Die beiden Kegelflächen , welche das Minimalflachen- 
stück M längs der Begrenzung desselben berühren, bilden zusammen- 
genommen für das Minimalfläohenstüek M die auf Seite 266 dieses 
Bandes in Betracht gezogene HüUfläehe *. 

Der dritte der angegebenen drei Fälle entspricht dem auf den 
Seiten 159 und 240 dieses Bandes in Betracht gezogenen dritten 
Falle ; es tritt daher in diesem Falle ein Minimum des Flächeninhalts 
nicht ein. 

In Folge des Umstandes, dass die Entscheidung darüber, wel- 
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clier von den drei Fällen eintritt, nur abhängt von den Coordinaten 
z\ und s'l der Mittelpunkte derjenigen beiden Kegel, von denen das 
betrachtete Minimalfläohenstiick M längs seiner Begrenzung berührt 
wird, kann dieser Entscheidung folgende geomotrische I'orm gegeben 
werden. 

Man denke sich zwei, von den Mittelpunkten PJ und P|,' der den 
Werthen « ^ «', w ^ w" entsprechenden Kegel ausgehende, der s- 
Axe des Coordinatensyatems parallele Strahlen PJ ß' und P" ß" con- 
struirt. Es werde festgesetzt, dass die Richtung des Strahles PJ ß' 
mit der negativen, die Richtung des Strahles PÖ$" mit der po- 
sitiven Richtung der ^-Axe übereinstimmen soll. 

Beide Strählen fallen mit den ausgezeichneten Hauptaxen der 
betrachteten beiden Kegel zusammen. 

Denkt man sich nun die beiden Mittelpunkte l'\ und P" durcli 
eine geradlinige Strecke verbunden, so hat der Linienzug Q' P^ Pö Q" 
eine der folgenden drei Gestalten : 




I. 11. 

Jenachdem die Winkel <^'P\'2'l und T'^TIQ^' 

spitze, rechte, oder stumpfe 

Winkel sind, tritt der erste, der zweite, oder der dritte der drei 
angeführten Fälle ein, 

Für den Fall des Catenoids fallen die beiden Strahlen PJQ' und 
PßQ" in dieselbe Gerade, nämlich in die Rotationaaxe des Cate- 
noids, und es geht das angegebene Unterscheidungsmerkmal genau 
in dasjenige über, welches für Zonen des Catenoids zuerst von Herrn 
LindelÖf angegeben worden ist. 
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